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Hibaszamitasi segédlet és mintafeladatok

1. A mérési hiba

A mérnoki gyakorlatban a mért mennyiségek minden esetben mérési hibdval terheltek. A mérés pontossdganak, a mért
adatok megbizhatésidgdnak szdmszer(i jellemzésére hibaszamitdst kell végezniink. Jelolje X a mért mennyiséget,
valamint 6X a mért mennyiséghez tartozé mérési hibat (pontatlansdgot). A mért eredmények helyes megadasi formdja a
kovetkezd:

XtX

Itt 83X az X mennyiség abszoliit hibdja. (Az abszolit hiba fizikai dimenzidja megegyezik az alapmennyiségével, ezért
ennek megaddsakor a mértékegységet is fel kell tiintetni!) A X / |X | hanyados pedig a relativ hiba, amely

dimenziétlan, és tobbnyire %-os formdban szokdsos megadni.

Megjegyzés:

Az X mennyiség bizonytalansdgdnak jelolésére szokdsos még az u.(X), illetve a AX jelolés is. Az el6bbi (az
uncertainty angol szé kezddbetiijeként) az Gjabb keletli nemzetkozi szakirodalomban haszndlatos az ISO
(Nemzetkozi Szabvanyligyi Szervezet) és a BIPM (Nemzetkozi Suly- és Mértékiigyi Hivatal) ajdnldsai alapjan.
Az utébbi a hagyomdnyos hazai és nemzetkdzi mérnoki gyakorlatban is elterjedt, hiatrdnya azonban, hogy a
nagy A sokszor (igy a mi méréseinknél is) a mennyiségek kiillonbségének jelolésére is szolgdl
(Ap = p, — p;, Ax = x, — x; stb.), a két konvencié egyiittes haszndlata keveredést, félreértést okozatna. Kérjiik,
hogy az egyértelmiiség végett a hallgatok a mérési jelentésekben és a ZH feladatokban a kis & jelolést
haszndljak.

A mérési hibat részben a mérdeszkozok pontatlan leolvasdsa okozza. Analég miiszerek esetén a leolvasdsi hiba j6
kozelitéssel az adott miiszer skdlaosztdsanak felel meg, pl. manométernél a méréfolyadék kitérését a mérédmiiszer [mm]
skdldjan olvassuk le, itt a folyadékoszlop-kitérés leolvasasi hibdja 1 mm. Digitdlis miiszereknél hasonlé szerepet jatszik
a kijelz6 szamabrazolasi pontossaga.

1. példa:
A £ =125 mm kitérést olvasunk le egy alkohollal t6ltott ferdecséves mikromanométeren, melyet mm-osztdsd

skaldval ldttak el, igy leolvasdsi pontossdga (abszolit hibdja) SA £ =1mm.
Megoldds:
Ekkor a mérési eredményként igy irhatjuk: A £ =(125 + 1) mm. A relativ hiba: gA/ /|A€| =1/125=0,8% .

Fontos azonban tudni, hogy a méréeszkdzok mérési pontossdga sokszor kisebb a leolvasdsi pontossdgnal. Az adott
miiszer mérési pontossdgar6l mindig gy6zdédjink meg a haszndlati utasitdsdban vagy specifikdciéjdban. A
szamitdsokban mindig ebbdl az értékbdl induljunk ki.

A mérési hibdk mdsik oka a miiszer kalibrdcidjabol ered: a milszer gydri bedllitdsai helytelen tarolds, széllitds vagy
kezelés miatt eléllitédhatnak, de a hdmérséklet valtozdsa, az elemek kimeriilése stb. is befolydsolja a mért értékeket.
Mérés elott lehetdség szerint gy6zdédjiink meg arrdl, hogy a miiszer helyesen van kalibrdlva, és minden esetben
gondoskodjunk a pontos bedllit4srdl!

A leolvasasi hibdk megismételt mérések eredményeiben altaldban véletlenszerii szérast okoznak, igy nagy szamu
kisérlet esetén a véletlen hiba nagysagrendjének becslésére az adatok statisztikai szérdsdt hasznalhatjuk. A kalibracids
hibak viszont szisztematikus eltérést okoznak, amely az atlagértékek eltoléddsaban jelentkezik. A szisztematikus hiba
nagysagara a sz6rdsbdl nem tudunk kovetkeztetni, ezt csak tobb, egymastdl fiiggetlen — lehetdleg eltérd fizikai elven
alapul6 mérdeszkoz segitségével kapott mérési adatok Osszevetésével tehetjiik meg. A hallgatéi mérések sordn a
kalibracids hiba ellenérzésére nincs lehetdség, de annak minimalizdlasra (pl. a miiszerek gondos bedllitdsaval) a pontos
mérés érdekében mindenképpen térekedni kell.

2. A mérési hiba terjedése
Ha egy mennyiséget nem kozvetleniil mériink, hanem egy mérési eredménybdl szamitdssal hatdrozunk meg, akkor a
mérés hibdja szamitis eredményében is hibat okoz. Ha a mért mennyiség X, a szamitott R, és a szamitasi eljards (képlet)
R=f(X)
alakd, akkor a szamitdsi eredmény OR és a mérés dX bizonytalansdgai k6zott a kdvetkezd kapcsolat van:
=YX 5 R &
X oX
A fenti képletben a parcidlis derivdlt a szdmitott R mennyiségnek a mért X mennyiségre vonatkozd érzékenységi
egyiitthatoja. A szamitott mennyiség relativ bizonytalansadgat a mérés relativ hibajabol igy kapjuk:



Aramldstan (BMEGEATAGO1, BMEGEAT3030, stb.) 2009/2010 L. félév

§=m.al.bx=k.bx
[’ || ox

Ezek a hibaterjedési képletek a véletlen és a szisztematikus hibdk terjedésére egyarant vonatkoznak.

2. példa:
Az 1. példaban leirt mérés esetében hatdrozzuk meg a Ap nyomaskiilonbséget és annak bizonytalansdgat az
egyetlen mért adat (A £ kitérés) leolvasdsi hibaval terhelt értéke alapjan!
Megoldis:
R=Ap=f(AD)=p, -8 -Al-sine,
ahol p,; = 850 kg/m’, g = 9,81N/kg, sin = 0,5. Az érzékenység:

% = P - & -sina =4169,25 N/m® =~ 4200 Pa/m=4,2 Pa/mm
Ezekbdl a szdmolt mennyiség értéke és a pontatlan leolvasds miatti hib4ja pedig egyszeriien szdmolhato:
Ap=(521,2+£42)Pa= (521 £4) Pa,
a relativ hiba pedig:
OAp/Ap =4,2/521,2=0,8%

3. Hany tizedesjegyet hasznaljunk?

A fenti 2. példdban a szamolégéppel végzett szamitds eredményeképpen mechanikusan a kovetkez6 eredmény adédna:
Ap =(521,15625 £ 4,16925) Pa

Ennyi tizedesjegy feltiintetése azonban helytelen, mert félrevezeté! A hibaszamitds lényege éppen azt, hogy a

mennyiségek pontossagit, ill. bizonytalansagat meghatarozzuk. Esetiinkben az jott ki, hogy a nyomaskiilonbség értékét

4 Pa-ndl jobban nem tudjuk az adott eljarassal meghatdrozni, ezért ennél pontosabb szdmabrazoldsnak nincs értelme.

Altalaban azt mondhatjuk, hogy két bizonytalan jegynél tobbet sohase tiintessiink fel! Az érzékenységeket és a hibakat

két értékes jegyre szamitsuk ki, a mennyiségekben a kozbensd szdmitdsokndl is csak két bizonytalan jegyet hasznaljunk,

a végeredmény kozlésekor legfoljebb kettd bizonytalan jegyre szoritkozzunk, de az esetek tobbségében egy is elegendd.

4. A hibaterjedés tobb, fiilggetieniil mért adat esetén

Ha olyan mennyiségrél van sz6, amelyet nem egy, hanem tobb mért adat alapjan szamolunk, akkor az egyes
mennyiségek mérésekor elkovetett hibdk halmozodnak. A hibaszdmitast ilyenkor az aldbbi szamitdsi méd szerint kell
elvégezni.

Jeloljiik altalanosan R-rel a mérési adatokbdl szamolt mennyiséget, amely n db, X—vel jelolt, egymadstél fiiggetleniil
mért mennyiség fliggvénye:

R =f(XI)’
ahol i = 1,...n. Az X; mért mennyiségek mérésénél elkovetett 3X; abszolut hibakon til meg kell hatiroznunk az R
kifejezésének minden egyes X; mért adatra vonatkozo érzékenységi egyiitthatGjat, azaz a dR/0X ; parcidlis derivaltjat is.

Ezekkel az R szadmitott mennyiség halmozott, vagy eredd abszolit hibdjit az aldbbi Osszefiiggésbe behelyettesitve

szamitjuk ki:
2 2 2
= o0, 2B i ox, 2R o e 9RO
e X, X,

A fenti 0sszefiiggés az egy mérési adatos szamitdsokra vonatkozé atalakitassal analég médon az alabbi alakra hozhaté:

2 2 2
R= |R* (kl-%J +(k2-&j +...+(k,,-éX”j ,
X, X, X

n

ahol k; (i = 1...n) az adott esetre meghatdrozand6 egyiitthaték. A fenti kifejezést R-el osztva megkapjuk R relativ

hib4jat:
2 2 2
ﬁ: kl-% + kz-% +...+ kn-éX” )

IR X, X, X,

A relativ hibdnak ez utébbi kiszdmitdsi mddja sok esetben célravezetdbb, mintha az abszolit hibdbdl szarmaztatndnk.
Kiilonosen igaz ez akkor, ha az R a mért mennyiségek egyszerii hatvanyaival ardnyos (1d. az aldbbi példit).
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3. példa:

Hatarozzuk meg a levegd p siirtiségét a teremben uralkodé p, 1égnyomads és Ty hdmérséklet mérésével! Melyik
mennyiség hibdja okoz nagyobb bizonytalansdgot az eredményben? A mért adatok: X; = py = (980 + 1) mbar,
X, =Ty =295+ 1) K. (A szdmitds sordn iigyeljiink a Pa és mbar egységek kozti helyes atvaltasra!)

Megoldds:

4. példa:

A gaztorvény alapjan
Po
ahol R =287 J/(kg-K), a levegd gizéllanddja. A két mért mennyiség abszolit és relativ mérési hibdja:

P, =100 Pa, %=1,0-1o-3

p:

ol
oT,
I, =1 K, —2=34.10"
7ol
Az érzékenységi egyiitthatok (2 tizedesjegyre!):
L 15105 ke, a—p=L‘)2=3,9-10'3 ke/(m? - K).

Ha csak a légnyomads lenne mérési hibaval terhelt, akkor a 2. pont alapjdn a stirliség hibdja igy alakulna:

9

Sp =a—p@ao =1,2-10%(ke/J)-100 Pa=12-10" kg/m".
Po

Ha viszont csak a hdémérsékletet mérnénk, és a légnyomds pontosan ismert lenne:

op =§Tp-éT0 =3,9-10°kg-m>-K'-1 K=3,9-107 kg/m°.
0
Mivel azonban esetiinkben mindkét mennyiség hibaval terhelt, ezért a stiriis€ég halmozott abszoldt hibdjat kell
kiszamitanunk:

Latjuk, hogy a hdmérsékletmérés hibdjabol adédé bizonytalansag sokkal jelentdsebb, mintegy hdromszorosa a
légnyomasmérés hibajabol ereddnek. A négyzetes dsszegzés miatt az elobbi csaknem teljes mértékben kiteszi a
halmozott hiba értékét, a stirtiség pontossagat tehdt a hdmérsékletmérés pontossiga korlatozza.

A stirliség értékére a pontossag figyelembe vételével a kovetkezdt kaptuk:

p=1,1575kg/m> +4,1 g/m? ,

o <V (3 o)
5= (a_/’.(g,oj +(—p-5Toj =4,1.107 kg/m’.
Do

a relativ hibdra pedig:
S/ p=3510"=0,35%.

Tanulsdgos a relativ hibat a k; egylitthatok segitségével kozvetleniil is meghatarozni.

9 T, 9
=&,_p=+1, k2=_0._p=_1.

P 9p, p T,

Latjuk, hogy egyenes és forditott ardnyossdg esetén a k; egylitthatok abszolut értéke 1, igy a relativ hibdkkal
val6 szadmitds kiillondsen egyszertii, négyzetes dsszegzés:

2 2
P _ (kl.%j J{kz.%J —J1+34% .10 =35.107

|P| X 2

1

teriilet nyomas

Egy sik feliiletre hat6 nyomderdt akarjuk meghatdrozni. A feliilet hdrom [ A i

felilletemre bonthat6, amelyeknek megmértiik a teriiletét, illetve méréssel [cm?] [Pa]

meghatdroztuk az ezekre hat6 nyomdst. A mért teriileteket és nyomdsokat, |7 500203 | 152.25+1.5

valamint ezeknek a mérési hibabdl eredd bizonytalansdgat a mellékelt tdblazat 2 [ 240402 | 137.6114

tartalmazza. Hatdrozzuk meg a teljes feliiletre haté nyomderdt és ennek 3 [ 36.040.25 | 118.98=1.2

bizonytalansagat!
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Megoldds:
A teljes nyoméerd meghatarozdsa:

3
F=Yp,-A =p-A+py A +py-Ay =1519842 Pa-cm® =1,519842 N
i=1

Természetesen ennyi tizedesjegy kiifrdsdnak nincs értelme, az eredmény pontossdgat a most kovetkezd
hibaszamitds adja majd meg. (A hibaszdmitds sordn, mint az el6z6 példaban, kettdnél tobb tizedesjegyet nem
érdemes haszndlni.) A fenti eredmény hat, egymastél fiiggetleniil mért, bemend adattél fiigg:

F = F(A13A23A39p19p23p3) .
A végeredmény érzékenységét az A| bemend paraméter véltozdsdra vonatkozéan a

oF 2

—=p; =150 N/m

9A, D1
érzékenységi egyiitthatd jellemzi, ennek segitségével ki lehet szdmitani, hogy az A, bemend paraméter
értékében a mérési hiba miatt meglévd A, bizonytalansag az eredményben

I s, = (150 N/m?)- (03em?)=4.5-10° N
oA,

bizonytalansdgot okoz. A tobbi bemend paraméterhez tartozé érzékenységi egyiitthatét és a végeredmény
bizonytalansdgdhoz adott jarulékat hasonléképpen szamithatjuk ki, ezeket az aldbbi tdblazatban foglaltuk

ossze.
bemend valtozd | érzékenységi egyiitthatd | bizonytalansigi Osszetevd
A oF oF
—= — - 0A; =4,5mN
oA, D 04,
A, oF oF
—= — 04, =28mN
aa, 2 oA,
As oF oF
) —= — 03 =3,0mN
an, »? A, 7
oF oF
b Ly 2 &, =7,5mN
ap; ap,
oF oF
P2 =4, — P, =34mN
ap, 9p,
oF oF
ps R 2 &y ~43mN
aps 9p3

A tablazatbdl lathatjuk, hogy a legnagyobb jarulék a p; mérési hibdjabdl szdrmazik. A végeredmény eredd
bizonytalansdgidt a hibaterjedés torvénye alapjan az egyes fiiggetlen OsszetevOk bizonytalansdgdnak
négyzetosszegébdl kapjuk:

2 2
3. oF 3.(oF
2 2 2 2 2 2 2
(éF) = Z(ﬁ 5Ai] +Z[£ P | = (Pl '&41) +(P2 '5A2) +(P3 '5A3) +(A1 é’l) +(A2 : é)’z) +(A3 ‘?’3)
i=1\ 9% i=1\ OPi
OF =11mN
A nyomderdre fent kapott 1,519842 N-os értéknek tehat, a mérés pontossagat is figyelembe véve, csak az elsd
hiarom jegye értékes, az ezt kovetd jegyeknek nincs valdsdgos jelentése. A szdmitds eredményét tehdt harom
értékes jegyre kerekitve és a hiba feltiintetésével az
F=(,52%0,01)N

alakban adjuk meg.

5. A hibaterjedés tobb szamitasi lépés vagy egymastol fiiggé mérési adat esetén

A hibaterjedés torvénye ebben az esetben mddosul, komplikdltabb lesz. Tobb szamitasi 1épés esetén a 4. pontban
ismertetett eljardst nem alkalmazhatjuk gépiesen kiilon-kiilon minden szamitdsi 1épésre, de a szdmitdsi folyamat
egészére alkalmazva helyes eredményt kapunk, ha a mérési adatok egyébként egymastol fiiggetlenek.

6. A mért és szamitott hibak abrazolasa

Egy méréssorozatban felvett tobb mérési pont (pl. egy sebességprofil pontjai) esetén minden mérési pontra kiilon el kell
végezniink a fenti hibaszamitast. A mérési eredményeket dbrdzolé grafikonon az abszolut hibakat hibasavval tiintetjiik
fel. Az is lehetséges, hogy ugyanabban a diagramban az egyes mérési pontokhoz tartozé relativ hiba értékeibdl allé
hibagorbét is dbrazoljuk. A szamitott eredmények hibdinak dbrazoldsanal hasonléképpen jarunk el.
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