Technische und Wirtschaftswissenschatftliche Universitat Budapest
(BME)
Lehrstuhl far Stromungslehre

Dr. Tamas LAJOS

Stromungslehre

Vorlesungsskript

zu den Vorlesungen der Deutschsprachigen
Ingenieurausbildung

2005






Kapitel der SrOmMUNGSIENTE ........ovieieceeece et esreenesneenre s 5
Eigenschaften VON FIUIAEN ..o e 5
Vergleich von Festkorper und FIUIAEN ..o s 5
RV 1S (0 | 6
Kompression VON WasSerdamr ...........coioieieieeenee sttt st 6
(= V71 €= o] o 1O SRRSO 7
Vergleich von FIUSSIGKEItEN UNA GaSEN .......cc.cceevieeiiieeie ettt s 7
Beschreitbung des StromuUNGFEIdeS..........oov e e 8
S = = = Lo = PSS 8
VA= (o = Lo [ SRR 8
CharakteriSierung der FEIAEN.........coi ittt e sre e e ens 8
o) = 1= S (001U 0T 1= o PSS 10
Kinematik Und KONTINUITAL .........cooiiiiiieiieie et ne e 10
D= 1] oL o 1= o S 10
Zeitverhalten der SIrOMUNQEN. .........oo ittt s re et eesae b neenreas 11
Sichtbarmachung der SIFOMUNQEN..........oiiiiieiece et eesreene s 11
POLENTIAIWITIE] ...t 11
Die Bewegung kleiner FIUSSIGKEItSIEIICNEN..........coviieiicecccece e 12
KONt NUITEESTIEICNUNG ...ttt 14
Verwendung der Kontinuitatsgleichung auf ein Stromfaden...........ccocvveverieneenenieneeneeee 14
Bestimmung der Durchschnittsgeschwindigkeit in einem Rohr mit Kreisquerschnitt............... 15
Substantielle, lokale und konvektive Veranderung von Variablen............cccooocvveevviceieeieene, 15
L Y70 |01 = LA SR 16
Druckverteilung in einem ruhenden und in einem sich beschleunigenden Behdlter .................. 17
Euler und BerNoulli-GlEIChUNG.......cooiiiie e s 17
Beschleunigung der FIUSSIgKEItStEIICNEN..........ooviiieeee e 17
W e ] = o T o 18
BernOUlli GIEICNUNG........coiiieeeiee ettt et s ae e reeeeeneenns 19
Statischer, dynamischer und GESAMEAIUCK ..........ccoveeriirieiieriee e 19
Euler Gleichung in "natlrlichem™ KoordinatenSyStem...........cccoveeiereneenenie e 20
F N Y= g o (U] T T S 21
Der rotierende BENAITES .......ocue e 21
Messung des Volumenstromes mit Venturi—RONI ... 22
Instationdarer Ausfluss aus einem BENEITES ...........oooviieieiceee e e 23
SChWIMMEN VON KOIPEIN ..t sttt sttt b et neesaeenesneenreas 24
Radialventilator, Eulersche TurbinengleiChung............ccooeeiicie e 25
Wirbelsdtze: Thomsonscher Satz und Helmholtzsche Satze...........ccooveeeiinivncnenice, 27
Thomsonscher Satz (reibungsfreie FIuIden) ........cooooiiiiiee e 27
[, HEIMNOIZSChEr SALZ.......eo ettt nns 28
1. HEIMNOITZSCNEN SALZ.......ccueiieieieee ettt sttt nns 29

(@01 @i F=Ter g 1= 01 o T= T U o Vo OSSPSR 29



10.

11.

12.

13.

14.

15.

IVLESSUNGEN ...ttt ettt ettt et e s s e e et e s e s e e e ese e eae e e se e s me e e se e emn e e seeamneeneesmneenneesnneennneas 31
Der Impulssatz und SEiN€ ANWENAUNG .......coveiiriiriiriieieeeeee e e eaes 33
DEF IMPUISSALZ ...ttt ettt sttt ae et et e e st e beentesaeesteentesneenbeeneenes 33
I 1 S 2SS 34
Anwendungen deS IMPUISSALZES ........cc.ecveieeieeie ettt et esaeenreennesre s 34
S L= 01 = o [PPSR 38
Strémung von reibungsbehaftete (Viskose) FIUIden ... 42
Rheologie (FIIERKUNGE) .........coiiiiiieeeee ettt et 42
BeweguNgSGIEIChUNG .......coiiieece ettt et et reeae e e sreenenns 42
NaVi€r-StOKES-GIEICNUNG........ccieie ettt e e s sre e e s reeeeennenns 43
Ausgebildete laminare Rohrstromung (Hagen-Poiseuille Stromung) .........ccoceveeeeeieneneneene. 44
Laminare und turbulente SErOMUNGEN .........coceeeereeriesieseese et see e ssee e see e sseeeesneenes 45
ANNIIChKEIt A& SETOMUNGEN.........veeeeceeveee et eseete e es e aese s st sttt es s st ses s s ssssenessnas 46
TS gV o ] o 1= o [PPSR 48
Eigenschaften der Stromung im GrenzsChiCht...........ceveeeeierese e 49
GrenzsChiChtabl GSUNG .......couiiiiiii bbbttt sb e 50
Y70 1= | PR R 52
Erweiterung der Bernoulli Gleichung an reibungsbehafteten Stromungen..........ccoceveeiveenee. 52
AV KoT0 0 |V B TT="o =0 o O 53
Kompressible RONISIIOMUNG ......c.oiveiieieceseeie ettt e enneea e s e nreenes 54
Stromung in Kandlen mit freiem Wasserspiege! ........ccocveiveeieeseece e see e 55
Reibungsverlust in DUrChSIrOMEEIHEN .........coeiiieieee s 55
F N 111V 0 L1 o T RSO RPR 56
Aerodynamische Krafte und MOmMENLE.........cov e 58
Die auf ein Zylinder wirkende aerodynamische Kraft..........ccccceveveeceneese s 58
Auftrieb und Widerstand von TragflUgelN...........ooeee e 59
Die auf ein Prisma (stumpfen Korper) wirkende Widerstandskraft ............ccooveereeeieeiencneneene. 60
LCT= 0 Y =10 T USSR 62
0 1= S 62
Statische, dynamische und GESAMLEMPEIELUL ..........cccveeereereeieeeereeesee s sae e e eeeseeeens 62
Bernoulli-Gleichung fir KOmpressible Gase ..........ccoveveieinecie s 62
Die SchallgeSChWINAIGKEIT.........coviieieiiieeeeee et 63



Kapitel der Stromungslehre

Hydrostatik Aerostatik

Hydrodynamik

v Geschwindigkeit
p Druck

p Dichte
ruhende ruhendes Gasin |sich bewegende |sich bewegendes
Flissigkeitin | Kraftfeld FlUssigkeit Gas mit
Kraftfeld (Atmosphere) erheblicher
Dichteverénderung

Bewegungszustand  v=Vv(r,t) vy v,V
Druckverteilung p=p(r,t) p
Dichteverteilung p=p(rt) p
Temperaturverteilung T =T(r,t) T

6 Grofen = 6 Gleichungen

Massenerhaltung (K ontinuitétsgleichung) 1 (skalar)
Kréftegleichgewicht (Bewegungsglei chungen) 3 (vektoriell)
Energiesatz 1 (skalar)
Zustandsgleichung 1 (skalar)

1. Eigenschaften von Fluiden

Vergleich von Festkorper und Fluiden

t=t<ty <t u
F> Iow - F

/ [
J A |
L] ,
/ﬁ 5 T // i/ T I/

szilard folyadek

T=F/A [Pa] Schubspannung

Festkorper v, Deformation ist proportional zur
Schubspannung 1

Fluiden dy/dt, Deformationsgeschwindigkeit ist

(newtonsche) proportional zur Schubspannung t

nicht-newtonsche Fluiden

Erfahrungen mit Fluiden
e Haftbedingung
e Deformation verursacht keine Veranderung der inneren Struktur



e kontinuierliche Deformation wenn Schubspannung wirkt
e keine Schubspannung bei ruhenden Fluiden

Viskositat

Geschwindigkeitsverteilung
Verdrehung des Stabchens M in dt: dy

y \/X:u u VX :\/X<y>
: v, =v_ =0
Y dv, Iy b
X vx+wdy
© M Vy dy
v, =0 M / y
7 %
%:%, Ty =M o, = ,u%. Newtonscher Viskositétssatz
dt dy dy dt
[u]=[z]| 2. | = kam M _ K9 g namische Viskositét
oV, | s°m° m/s ms
v:% Im? /5| kinematische Viskositat

Kompression von Wasserdampf

p[PGJ krit. T=4dll
Pirit

Pq
[OEEe
-
V .

hécserels / g

Wenn T>> T, (O, und N, — T,;; 154 [K] and 126 [K])

pv = E: RT| ideale Gasgleichung

wo p[Pal, p [kg/m’], T [K], R=R, /M, R, = 8314.3 Jkg/K universelle Gaskonstante, M
[kg/kmol] molare Masse, fur Luft: M=29 kg/kmol, so R=287 Jkg/K.




Kavitation

Sittigungsdruck (Dampfdruck) - Temperatur Wasser 15 °C, ps = 1700 Pa, 100 °C, ps = 1.013* 10°

Pa Standard-Druck der Atmosphére

Kavitationserosion

pg[POJ

10°

0

273

373 T[K]

Vergleich von Flussigkeiten und Gasen

Wechselwirkung von Molekilen (Anziehung und Abstol3ung)

F A
[N]

taszitas

do

dlm]

voNnzas

do Mol ekildurchmesser

FlUssigkeiten

Gase

Abstand zwischen den
Molekilen

Klein= d,

grof3= 10d,

Die Rolle der
Wechselwirkung zwischen
den Molekulen

wichtig = freie
Onberflache

kleine= das Gas
fullt das verfugbare
Volumen aus

Einflul? des Druckes auf das
Volumen

klein = 1000 bar
verursacht 5%
Abnahmevon V

gro= im Falle
T=const V
proportional zu 1/p

Grund der Viskositét

Anziehungskraft
zwischen Molekile

Impul saustausch der
Moleklle

Beziehung zwischen
Viskositat und
Temperatur

Viskositat und Druck

T nimmt zu, p
nimmt ab

unabhangig

T nimmt zu, 1
nimmt zu

unabhangig
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2. Beschreibung des Stromungfeldes

Skalarfelder

Dichte p, = AIVi m3i—$[kg/ m3], AV Volumen Inkrement, € >> A (mittlere freie Wegléange)

Kontinuum p=p(r,t) p=p(X,y,zt)
Druck

p=|AF|/|AA | [N/m2], [P4].
p=p(r.t), p=p(x.y.z})
Temperatur

T=T(r,t)

Vektorfelder

Geschwindigkeitsfeld

v =v(r,t) Eulersche Beschreibung des Geschwindigkeitsfeldes

Kraftfelder

lo]=N/kg=m/s>.

Schwerekraftfeld: g =-g,k g,=9.81 N/kg, 1 kg 9.81 N
Tragheitskraftfeld: sich beschleunigendes Koordinatensystem (a=ai ) g, = —al.

Zentrifugalfeld: rotierendes Koordinatensystem g.= ro’

Charakterisierung der Felder

Charakterisierung der Skalarfelder:

gradpzﬁi_ @j +%K=% Gradientvektor
oX dy~ 0z ar

4 charakteristische K ennzeichen des Gradientvektores:
Der gradp Vektor
= st paralel mit der Richtung der schnellsten Veranderung von p,
= jst senkrecht auf p = Konst. Fléche,
= zeigtindie Richtung der Zunahme von p.
» Seinelangeist proportiona zu dem Grad der Verdnderung von p.



Die Veranderung der Skalargrofie:
ap

apr+%Ay+—Az

Ap=pg —P, =gradpAs=—
P=Ps —Pa =9 p‘ax dy -

Charakterisierung der Vektorfelder:

v=v,i+v, j+v,k=vr,t).
Vektorfeld = 3 Skalarfeld

v, =V, (X,¥,z,t),v, =V, (X,Y,21),v, =V,(X,Y,Z1).

Av, =gradv, Ar = Wy AX + N, Ay + Wy Az.
oX oy 0z
K AX+ K Ay + N Az
X 7% oz
N N N
Av=| L Ax+—LAay+—L Az
2 7% oz
N, AX+ N, Ay + N, Az
L& ]

I VvdA = | divvdV | Gaurscher Integralsatz
A

Rotation
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v, vy
i ] ki Joy oz
o d 0 ov, ov,
rotv=Vxv=l— — —|= -—
T T 7 |ox 9y oz 0z ox
Ve Yy Vo |y vy
| ox dy |

rotv = 2Q

I'= j?\_/dg = I rotvdA|  Stokesscher Integralsatz
G A

Potentialstromungen
v=grade Voraussetzung: I' = §3 vds =0, oder rotv=0
G

Beispiel: fur das Schwerekraftfeld g: §9d§ =0 die Arbeit des Kraftfeldes
G

U [m?/s?] Potenzial des Vektorfeldes

g= —gradU

Schwerekraftfeld: 9, =—g,k |Uy =g,z+konst.

g

Trégheitskraftfeld: sich beschleunigendes Koordinatensystem g, =—ai |U, =ax+ konst.

) r’o

Zentrifugalfeld: rotierendes K oordinatensystem g =ro

3. Kinematik und Kontinuitat

Definitionen

Streichlinie verbindet die FlUssigkeitsteilchen die einen Punkt des Raumes nacheinander passieren.
Zb. Photo: (Momentaufnahme) Rauchfaden aus ein Schornstein, Oldampffaden um ein
Fahrzeugmodell im Windkanal.

Bahnlinie verbindet die aufeinanderfolgende Positionen eines Flissigkeitsteilchens (Zeitaufname).
Stromlinie: die Kurve, die durch die Geschwindigkeitsvektoren tangiert wird. (v x ds=0.)

Stromfl&che, Stromrdgre: keine Stromung durch die Flache.
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Zeitverhalten der Stromungen

Instationdre Strémungen: v = v(r, t)

Stationére Strémungen: v = v(r)

In vielen Fallen kann die Zeitabhangigkeit der Strémung durch Koordinatentransformation
aufgehoben werden.

In stationdren Stromungen fallen die Strom-, Bahn- und Streichlinien zusammen, in instationdren
Strémungen im allgemeinen nicht.

Sichtbarmachung der Stromungen

guantitative und/oder qualitative Informationen

Durchsichtige Fluiden, reflektierende Teilchen, die sich zusammen mit dem Fluid bewegen:
= Teilchen von gleicher Dichte oder
= sehr kleine Teilchen (grof3er aerodynamischer Widerstand).

Oldampf, Rauch, Wasserstoff-Blaschen, Farbe, Kunststoffkugeln in Wasser,

Wollfaden in Luft,
PIV (Particle Image Velocimetry), LDA Laser Doppler Anemometry)

Potentialwirbel

e
e

i
L\
\\

N, _ v,

—2=0.
0z 0z

Ebene (Zweidimensionale, 2D) Stromungen: v, =0,

Aufgrund Kontinuitétstiberlegung: v = v(r) v(r) =7

Bestimmung von rotv mit Anwendung des Stokesschen Integralsatzes: |I' = § vds= I rotvdA
G A
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fu

G =0 =0

Dav.ldsim 2. und 4. Integral, und v und ds bilden 0° oder 180° im 1. und 3. Integral
iﬁ\_/dg =(r +dr }oV(r +dr )-rdov(r)
G

Itn

vd

Itn

vd

Itn

2
:Iyd§+
1

N ey

4
+J.\_/d§+
3

D —y

Da v(r +dr )=v(r)+%dr
r
nach Substitution
iﬁ\_/dg —rdoNar+ drdov(r )+ drdo® ar
5 dr dr

=0

Bel ebenen Stromungen ist nur (roty), # 0.
f rotvd A= (rotv), rd2dr
dA

(rotv), = |
a r

Beispie: v =rm = (rot v), =2m

Im Falerotv =0
dv__dr
\Y; r

= Inv =—Inr+Inconst =|v=—|. Geschwindigkeitsverteilung in Potentialwirbel.

Die Bewegung kleiner Flussigkeitsteilchen

<dys>1 (d\/)
= -0/2
5, p(av)y=Ddry (qy )| o (dvy);
Cﬂq = - ] T

/ Q= /
&

dy

} — [~ /
Py dx |4 (dv ) (dvg), (dvy); y (dvg),

Die Bewegung von Teilchen kann als Superposition von Parallelverschiebung, Deformation und
Rotation hergestellt werden.

In Potential stromungen gibt es keine Rotation.
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Beispiele fur die Sichtbarmachung der Stromungen
AT f |
i
IR AR . i

it
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Kontinuitatsgleichung

Integralform der Kontinuitétsgleichung:

Differentialform:

wenn die Fluiden inkompressibel sind: p= const.

dg,, = pvdA =p|v|dA| cosar|m? /s

IpydA +I py)dV =0
A \% t

ap

ot

+div(pv) = 0, wenn die Strémung stationar ist: v = v(r) = |div(pv)=0|

Verwendung der Kontinuitatsgleichung auf ein Stromfaden

Stationéare Stromung, keine Stromung durch den Mantel des Stromrohres.

Integralform der Kontinuitétsgleichung fir stationére Stromung: jpydé =0."A" enthdlt den
A

Mantel Ap (v L dA), A, und A, , die Ein- und Ausflussquerschnitte. [pvdA + [pvdA =0.
Ay Az

Da vdA =|v|dA|cosa, '[p|y||dA|cosoc+ jp|\_/||dA|COSO( =0 Annahmen: Giber A, und A, v L
A, A,

A und Uber A, p = p1 =congt, Uber A, p = p2 =const'.

Das Ergebnisist: pvA = const, wo v die Durchschnittsgeschwindigkeit ist. Bei sich verénderndem

Querschnitt einer Rohrleitung:

P ViAL =p,V,A,

2
1

p,D

pzDz2
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Bestimmung der Durchschnittsgeschwindigkeit in einem Rohr mit Kreisquerschnitt

r oo

= oFan |
bo choy

v="? Durchschnittsgeschwindigkeit

In dem Rohrquerschnitt von Durchmesser D 183 sich die Geschwindigkeitsverteilung mit einem
Paraboloid beschrieben. Der Unterscheid zwischen vijg und v(r) hangt von n. Exponent von r ab,

so v(r)=v,, ll— (r/ R)”J.
Durchschnittsgeschwindigkeit:
4q,

D?n

v=—2[m/s] wo q,|m*/s| der Volumenstrom ist.

Der Volumenstrom durch den Elementarquerschnitt eines Kreisringes (Radius r, Dicke dr,
Querschnitt 2rredr) ist

R
day = 2r V() dr = q, = [ 2y, [l (r/R)" ]
0

Die Integration ergibt: q, = Rznvmaxi2 , S0 ist die Durchschnittsgeschwindigkeit:
n+

n

V=——V__ .
n+2 ™

Im Fall eines Paraboloids von n = 2 ist die Durchschnittsgeschwindigkeit die Héfte der
Maximal geschwindigkeit.

Substantielle, lokale und konvektive Veranderung von Variablen

% +div(pv)=0= % + vgradp + pdiv(pv)=0
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Die Geschwindigkeit in Punkt Pist v, die ortliche Verdnderung der Dichte kann durch gradp
beschrieben werden. Instationére Stromung: dp/dt # 0. Gesucht ist die Dichteverdnderung dp in
der Zeit dt.

Zwei Ursachen der Verdnderung von p:

a) Die Zeitabhangigkeit der Dichte (dp/dt #0) = die Verdanderung der Dichte in der Zeit dt
in Punkt P: dp, :aa_lt)dt

b) Das FlUssigkeitsteilchen hinterlasst in dt Zeit einen Elementarweg ds= vdt und erreicht
Punkt P, wo die Dichte sich von der Dichte in Punkt P mit dp, = gradpds= gradpvdt
unterscheidet.

* dp istdielokale Veranderung der Dichte (nur bei instationaren Stromungen)
* dp, istdiekonvektive Veranderung der Dichte, die durch die Bewegung der
Flissigkeitsteilchen und die Ortliche VVanderung der Dichte verursacht wird.

Die substantielle Veranderung der Dichte in der Zeit dt ist: dp =dp, +dp, = &;dt + vgradpdt

Die Veranderung pro Zeiteinheit: (Zt) = (gto + vgradp. Die Kontinuit&tsgleichung kann umgeformt
werden: % +div(pv)=0= % +vgradp + pdiv(pv)=0= % +pdivv =0

4. Hydrostatik

Ruhende Fluiden: Die Kraft die auf die Masse wirkt (z.B. Gewicht), wird von den Kréften die auf
der Oberflache wirken (Druckkrafte und die Kréafte infolge der Schubspannung) ausgeglichen.

pdxdydzg, +dydz p(x)—dydz(p(x)+%dxj=0

Py, = ? = |grad p = p g| Grundgleichung der Hydrostatik.
X 2

Annahme: g=-grad U (Potentialkraftfeld).
Da grad p=—p grad U = p = const Ebenen fallen mit der U = const (Aquipotentialflache)
zusammen.

Die Oberflache (Wasserspiegel) einer Fliissigkeit fallt mit der U = const Aquipotentialflache
zusammen = die Flussigkeits-Oberflache ist senkrecht auf den Kraftfeld-V ektor.

Annahme: g =—grad U (Potentialkraftfeld), p = const (inkompressible Fluiden)

1gradp:gradE:—grad U=> grad(E+Uj:O = E+U:const
p p p p

Py U, = Py U, | : unvollstandige Bernoulli-Gleichung.

P1 P
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Druckverteilung in einem ruhenden und in einem sich beschleunigenden Behalter

1 Pop
[ |
|
|
H i
zZ
|
2
viz
‘ P +pgH
. o op. dp. Ip
Aus der Grundgleichung der Hydrostatik: g, =gk, wo g=9.81N/kg. a—l_+a—J+a—K= pgk
= X~ 9y~ 0z

dp/dz = pg, p= const = p = pgz+const

Inz=0, p=p,.= Const.=p, = |P=P,+p9Z|. = Inz=H (Punkt 2) p, =p,+pgH

Bernoulli-Gleichung &+ U = &+ U,|.

P1 P2
Punkt 1 auf der Oberflache (z = 0), Punkt 2 am Behélterboden (z = H).
Wenn die Koordinate z nach unten zeigt: U =-9z, p, =p,,2,=0, p,=22,=H.

P, —P, =pgH|.

Wenn der Behélter sich nach oben beschleunigt, ist das Wasser nur in dem Koordinatensystem in
Ruhe, das sich nach oben beschleunigt. In diesem Fall muss eine zusétzliche (Tragheits-) Kraftfeld
berticksichtigt werden: g, =ak:

U =-az U=U_ +U,=—(g+a)z = |p,—p, =p(g+aH|

5. Euler und Bernoulli-Gleichung

Beschleunigung der Flussigkeitsteilchen

Die Veranderung von vy pro Zeiteinheit, d.h. die Beschleunigung der Flissigkeitsteilchen in x
Richtungist :

av, = Ny +voradv, .
dt ot

Das erste Glied auf der rechten Seite der Gleichung ist die |okale Beschleunigung, das zweite Glied
die konvektive Beschleunigung.

dvy _ oV, v, v, ‘v, v, v, oV,

dt ot oX ay 0z

dVy aVy a\/y aVy a\/y
= +V +V +V

dt ot T ox oy oz

dv, oav, v, v, ov,
= + + +V

d ot “ox Yoy %oz

Bestimmung des Differentiales von v(r,t): dv = i_;/ dt + 3\/?,: dt.
r
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dv kann auf Zeiteinheit bezogen werden, dh. mit dt dividieren:
dv av v ar
wo dr/ot =v

dt ot 88

Wenn die Stromung instationér ist, ist die lokale Beschleunigung ungleich 0. Die konvektive
Beschleunigung existiert, wenn die Grof3e und/oder die Richtung der Geschwindigkeit sichin die
Richtung der Bewegung des Fiissigkeitsteilchens veréndert.

Der Ausdruck fur die Beschleunigung kann transformiert werden:

2
av :ﬂ+grad——v><rotv
da ot 2

Euler - Gleichung
Reibungsfreie Stromung: @

Die Resultierende der Kréfte = Masse - Beschleunigung
Reibungsfreie Stromung: die Kréfte werden durch den Druck und das Kraftfeld verursacht (keine
Schubspannung).

Die Beschleunigung eines Wiirfels von Kantenlangen dx, dy, dz in x Richtung und die Kréfte die
auf den Wrfel in x Richtung wirken kénnen in einer Gleichung in Zusammenhang gebracht
werden:

=pdxdydzg, +pdydz—- (p+g—dx)dydz

dVX =g _1@
dx T pox
dv odv )
— =—+gradv—vxrotv = g——gradp Euler-Gleichung
dt ot p
{_dp

Wenn p = p(p), ——=gradp=—gr j—

p(P) 5P(P)

Wenn p = const die unbekannte Variablen sind: vy, vy, Vx, p

NVx OVx Vx M_ _l_ﬂg
" +Vx I +Vy ay +V: oz =0k an
a\/y a\/y a\/ a\/y l_aj

E'ﬁ'Vx &+Vyg+Vz P —gy—pay
N: o Nz Nz o N 1dp
" +Vx I +Vy Y +V:z 3z =0z 0 oz

ov, 9V, v,
+ +
oxX oy

=0 Vier unbekannte Variablen, vier Gleichungen.
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Bernoulli Gleichung

Reibungsfreie Stromung: @

Zav 2 V2 2 2 2 1
j——dg, +jgrad—d§ —Iyxrotvd§ :Igdg —j—gradpd§
, ot 1 2 1 B 1 1P

| 1 11 I\ \%

2 2

z vi-ov
a) Dajgradfdg:fz—fl|ntegra1|| =22 1

1
b) Wenn g=-gradU Integral IV =—(U,~U,)
¢) Wenn die Stréomung stationdr ist: (% =0) Integral | =0

d) Intergral Il =0, wenn

v = 0 ruhende Fluiden

rotv = 0 Potential strémung

dsfalt in die Ebene bestimmt durch v und rotv Vektor
ds|| v (Integrieren entlang Stromlinie)

ds|| rotv (Integrieren entlang Wirbellinie)

P2—P1

PCaooTw

e) Wenn p =const, Integral V = - ,wenn p =p(p), Integra V = J' ol

p)

Im Fall von reitbungsfreier stationdrer Stromung von inkompressiblen Fluiden (p = const. ), wenn
g=- gradU und wenn das Integrieren entlang Stromlinie erfolgt:

2 2
l+&+ul:V2+p2
P

—=+-—=+U
2 p 2

Die Bernoullische Summe = const entlang der Stromlinie.

Statischer, dynamischer und Gesamtdruck

Voo p=all
- t
| =
Pro P,
2
ViPoy =Ye Py
p 2 p

Im Staupunkt v = 0, deshalb p_ +%vi =p,

pz
pd2

p.. : statischer Druck
p: Gesamtdruck, Staudruck

. dynamischer Druck
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Im Fall von reibungsfreier, stationdrer Strémung von inkompressiblen Fluiden und bei
Vernachlassigung der Kraftfelder ist der Gesamtdruck entlang Stromlinien konstant.

Euler Gleichung in "natirlichem” Koordinatensystem

n

de

db

dn

<

p

7

G

<

Stationare Stromung reibungsfreier (u=0) Fluide.

e (Bahnrichtung) Koordinate ist Tangente der Stromlinie (in stationdrer Stromung auch Bahnlinie),
n (Hauptnormalenrichtung) steht senkrecht auf die Stromlinie und passiert den

Krimmungsmittel punkt der Stromlinie,

b (Binormalenrichtung) ist senkrecht auf e und n.

Bahnrichtung e

Die Kraft die auf ein infinitessmales FlUssigkeitsteilchen mit Kantenlangen db, dn und de (Masse:
dm = pdbdnde) in die e Richtung wirkt:

dF, = pdbdn — [p + (?jde}dbdn + pdbdndeg., ,
e
wo ge die e Komponente des Kraftfeldes ist.

Dadie Stromung stationdr ist, existiert nur konvektive Beschleunigung, und da

pdbdndev% = —?dedbdn + pdbdndeg, .

e

ov 1dp
V—=———-+0,
oe poe

Hauptnormal enrichtung n

2
diE Zentripetalkraft ist nétig, wenn sich die Masse dm mit Geschwindigkeit v entlang einer

Stromlinie mit dem Krimmungsradius R bewegt:

2
— pdedbngE = pdbde— [p + (%}dn}dbde+ pdedbdng,,
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v? 10p
-—=—-——+0,
R pan
Binormalenrichtung b O——£@+gb
p b

vi_1la
R pad
Folgerungen:

a) wenn die Stromlinien parallele Geraden sind (R=c), verandert sich der Druck senkrecht auf
die Stromlinien nicht,

b) wenn die Stromlinien gekrimmt sind, nimmt der Druck senkrecht auf die Stromlinien und
auswarts vom Krimmungsmittel punkt zu.

Pkw Regentropfen

6. Anwendungen
Der rotierende Behalter
Py z
DA

R

=

viz

Mo

In absolutem Koordinatensystem rotiert das Wasser als Starrkérper mit Winkelgeschwindigkeit
wll/s].
pA - po =7
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3 verschiedene L 6sungsmoglichkeiten:
a) im mitrotierenden Koordinatensystem: Hydrostatik
b) im absoluten Koordinatensystem: Bernoulli-Gleichung;
c) im absoluten Koordinatensystem: Euler Gleichung in natirlichem Koordinatensystem

R2w? R2m?
ad a) pA_pOZ_p(UA_UO>:_p(_ - j:p

2 2

A
N is+ I grad—ds J'vx rotvds = I gds— I = gradpds
0 :
0 0
I [l [l v \Y
stationére Stromung: Integral | =0, Integral Il = (vA - vo)/2, Integral I11 0 da rotv= 0und
Punkte O und A liegen nicht auf der gleichen Stromlinie. Integral IV =0, da g Lds Integral V =
—(pa —po)/p, dap = const.

A 2,2
Pa — Py =p| vxrotvds—p~A_ Y0
0

adb)j

V| = @r und (rotv), =dv/dr+v/r = (rotv), =2w. v, rotv und ds Vektoren stehen senkrecht
aufeinander, und |dg = dr , weiterhin v, = Roundv, = 0:

2 .2 2 .2 R22

R
_ _ _ 2,2 _ @

pA—po—pi(rw)Zoﬁr p—,—=PR0*—p=——=p—

2
adc) V_:l@_gn

R pon
R =r, dn=dr (Stromlinien sind konzentrische Kreise), g, =0
Pa R V2 R R2C02
Idpsz—dr:jprwzdr: Pa—Po=p
o o T 0 2

Messung des Volumenstromes mit Venturi—Rohr

h[m]=f(qv) =? p und pny: Dichte des Wassers und Quecksilbers
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2 2
ViyPoy U, Vo P U,

P 2 p
U-Rohr Manometer:
p1+pg(H+h)=p2+pg(m+H)+pHggh
P; — P2 =(pHg - p)gh+ pgm.

2
V_g_v_f V1 V2 1 =pl_p2_gm: pHg_pgh
2 2 2|\ p P

Kontinuitétsgleichung:
VaA1 = VoAs = Vo vy =(dh /d)?

P

4
dil -1
d,

d’n
Volumenstrom: |q, =Tv1 =K+h

vV, =

Instationarer Ausfluss aus einem Behalter

K iz

p A | <0 =0 ;>0 t,>t
A
pgH

P \
. 1> %
2 8V 2 2 2 2 1
J;—td§+'1[grad?ds '1[ X rotvds = I gds— 'l[pgradpdg

I 0 [l v Vv

InPunkt 1 p, =p,, z=H,v=0.InPunkt 2 p, =p,. z=0, die Geschwindigkeit ist v, = v(t).

0 ¥
Jl.a—\t—/d§ I a\t/ds+f—ds

wo dv/dt ist der Beschleunigungsvektor, |dv /ot | ist mit abezeichnet, dv/ot||ds, die Vektoren
dv/odt und ds zeigenin die gleiche Richtung.
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V,A,=V,A, = aA =aA,
2 2
jﬂdgzjads=aL
1 ot %
dv.  vZ Py _Po

—L+—+—=—+gH
dt 2 p p

I i} dv vy
Im Falle stationérer Strémung (d— =0) > =gH
v
dv at Vg Vg |
2 2 " o I 2 dt.
ve-Vve 2L [V 2L ¢
_ Z
v tv 2L v t
ath—=—2>1=— — =th—| wo v, =./2gH .
vy, 2L Vg Vg T s g

Schwimmen von Kdrpern

Volumen des Korpers: AV, die Druckverteilung in der FlUssigkeit ist durch gradp charakterisiert.
Druckkraft: AF=—-gradpAV, AF=—-pgAV .

Der hydrostatische Auftrieb im Schwerekraftfeld = Gewicht der verdréngten Flussigkeit.
Der hydrostatische Auftriebsvektor passiert den Mittel punkt des verdréngten Volumens.

Ein Kdrper schwimmt, wenn seine Durchschnittsdichte ist gleich oder kleiner als die Dichte der
FlUssigkeit.

Stabilitét des schwimmenden Koérpers: Unterseeboote und Schiffe.

Wenn der Schwerpunkt S unter dem Mittel punkt des verdrangten Volumens K liegt, entsteht ein
Drehmoment M, das den Neigungswinkel reduziert. Das U-Boot ist in stabilem Zustand.
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SR
I
OS )M
/
Ve ¢

Falls ein Drehmoment M entsteht, das den Neigungswinkel reduziert, Schiffe konnen bis einem
gewissen Neigungswinkel stabil bleiben auch dann, wenn sich der Schwerpunkt S Gber dem
Mittel punkt des verdrangten Volumens K befindet.

Bei der Neigung des Schiffes verandern sich die Gréf3e des Gewichtes und Auftriebes nicht, aber
die Angriffsinie des Auftriebes verschiebt sich. (Als Folge der Neigung taucht ein keilférmiger Teil
des Schiffskorpers (A) empor, und Volumen B versinkt. So entsteht ein Kréftepaar, das den
Auftriebsvektor verschiebt.)

Die neue Angriffslinie passiert die Symmetrieebene des Schiffesin Punkt M (Metazentrum). Wenn
der Schwerpunkt S unter dem Metazentrum M liegt, entsteht ein Drehmoment M, das den
Neigungswinkel reduziert. So ist das Schiff in stabilem Zustand.

Radialventilator, Eulersche Turbinengleichung

. -
sz | ] ny
t m
—_— -] [ I R
“ .
ez

sz: Saugstutzen, k: Saugtrichter, j: Laufrad, |: Schaufel, cs: Spiralgehause, ny: Druckstutzen, t:
Achse, m: Elektromotor, M: Drehmoment, ®: Winkelgeschwindigkeit.
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Die Aufgabe der Ventilatoren ist den Gesamtdruck des Gases zu erhéhen:

p Y
29, =90 =9 =(p+5v°) {p+57)

nutzbare Leistung: [P = g, Ap,|, wo g, [kg/m’] der Volumenstrom ist.

Bernoulli Gleichung im relativen Koordinatensystem (stationédre Stréomung inkompressibler und
reibungsfreier Fluide) zwischen den Punkten 1 und 2 die auf der gleichen Stromlinie liegen:

2

2 2 _\2 2 2
Iawd§+ Wo — Wy —wa rotwd§:jgd§—jlgradpd§_
1 at 2 1 1_ 1p
I 1 Il v \Y
r’w?
9=0.+9, =—grad(U, +U ) +2wxw, U, =0, U, =——
Jcor 2
2 rrw® rfo’) 2
[gds= - + [ 2wx ds,
1 2 2 1

Dav=w+u,if rotv=0= rotw = —rotu, und |u|=ro rotu= 2.
2 2 2

—J'wxrotwd§:—.[wx(—2@)d§:I2W><u)ds

1

1 1

Schliefdich:

2 2.2 2 2,.2
W o W r,o
Wy (P _LO W, P O

2 p 2 2 p 2

2 2 2 .2 2 2 2 2
\) u I, \Y -
72+72_y2g2_27_71_71+y1g1+ +p2 pl_o
2 p
U, =ro

Apg = p2g - plg = (pz +§V§j_(p1 +§ij = p(MZQZ _\llgl)-
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Volu, = V2u u2|

Apgid = p(v2u U, —Vy, ul)

Wenn vy, =0 = 4pyy = pV,,U,.

7. Wirbelséatze: Thomsonscher Satz und Helmholtzsche Satze

Thomsonscher Satz (reibungsfreie Fluiden)

(v+dv)dt

- ds+d(ds)

ﬂ t+dt

Zirkulation: T = §\_/ ds. Zeitliche Veranderung der Zirkulation entlang einer geschl ossenen fllissigen
G

t

Linie C(;—lg :%M ds="? Falls g = —gradU und p=const, oder p=p(p), mit Euler Gleichung:
G

E vds=0
dtg™ ~

In der Strémung von reibungsfreien und inkompressiblen Fluiden in potentialem Kraftfeld entsteht
keine Rotation.

Anwendungen:

Anfahr- und Stoppwirbel (Wirbelbildung), Erstellung gleichméliigeren
Geschwindigkeitsverteilungen, Stromung in Wasserbehalter.

=il ;-
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/
B

ov
= §>vds J'rotvdA:(rOtV)zZLAlz&.(roty) =—Y_
(rotv), AA, D, oX

|. Helmholtzscher Satz

=0

Flissige Wirbellinie: rotvxds =0,
Flissige Wirbelflache: rotv x dA =0

Da %§yd§ =0, eineflissige Wirbelfléche bleibt Wirbelflache.
G

Zwel  Wirbelflachen schneiden enander entlang einer
Wirbellinie.

Eine Wirbdlinie, die als Schnittlinie zweier
Wirbedllinien betrachtet werden kann, besteht aus dem
gleichen Flussigkeitsteilchen.

Konsequenz: Der Wirbel in einem Rauchring oder in einem
Rauchfaden eines Schornsteines bewahrt den Rauch.
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Il. Helmholtzscher Satz

Flissiges Wirbelrohr (Wirbelfaden)

N A2
fvds=pvds + fvds=0 )
s 5 S, S2
fvds= fvds,
5 5,
_[rot\_/dA= .[rot\_/dA A
A A,

S

jrot\_/dA ist konstant in allen Querschnitten entlang des Wirbelrohres und veréndert
A

sich nicht in der Zeit.

Konsequenz: Das Wirbelrohr ist entweder eine geschlossene Linie (ein Ring) oder es endet an der
Grenze des Stromungsfeldes. Andernfalls A = 0, rotv = oo.

Induzierter Wirbel am Flugelende. Fliegen der Wildganse in V-Formation.
Wirbelfaden nach Eroffnung des Ablaufes. Tornado.

8. Oberflachenspannung

lF

F=2LC, wo C[N/m] Kapillarkonstante. For Wasser gegen Luft C=0.072[N/m].
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1 1
(p, — p,)ds,ds, = Cds,da., + Cds,do, . |[Ap=p, - P, =C —+ _]

Fur einen kugelformigen Tropfen R, =R, =R = Ap=2C/R,

fur kugelférmige Blase: Ap=4C/R
C t Ci2
C

25

CrsD Cis
@D
@ Gz

Wenn |C,| > |C,| +|C,| , die Fliissigkeit 1 breitet sich auf der Oberflache von Flissigkeit 2 aus. (z.B.
Ol Uiber Wasser).

@ G,
C23 Am
o iy _
C,ds=C,,ds+ C,;cosads. coso =(C,; —C,,)/C,;. Cy>C,=>a<90°, o > 90°

(Quecksilber) Wenn |C,|>|Cy,|+|Cy;|, die Fliissigkeit breitet sich auf der Oberflache Des
Festkorpers aus. (z.B. Petroleum "kriecht” aus der gedffneten Flasche).
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Kapillarerhebung

2
Po—Pa =2C;;/R=2C;c0s0/T, Py =P, =pgm |m=-—=

Bei Quecksilber erfolgt Kapillarsenkung.

9. Messungen

Manometer (fir Messung des Druckunterschiedes), Mikromanometer
U-Rohr Manometer p; - p2=(pm- pt) g h, "umgekehrtes’ U-Rohr Manometer p; - p2=(pw - pa) g h,

Schrégrohrmanometer L=H/sinc, relativer Fehler: e = AS/L = (A9H)sino,, Mikromanometer mit
gekrimmten Rohr (e = const.):

Lt | 1

A\S

2
=
————

3°

P, =P, =P, —p)gh
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Betz-Mikromanometer

R

A
¥

(T

homalyos iveg

iiveg polca

Druckbohrungen — ( b, c falsch)

= |
[ N
& =
2 L 7\4"
/lll/ ouns
M |
a) b) ¢)
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10. Der Impulssatz und seine Anwendung

Der Impulssatz

% [pvav = [pgav - [pdA k=4

V(1) V(t) A(t)

d 1
o Jpvav=lim—l [(oy), av - [(py).adv

V(1) A0 At V (t+At) V(1)
%I(p\_/)dV - j vp(vdA) = j pgdV — I pdA  wo V der Kontrollbereich ist.
\ A \ A

Festkorper im Kontrollbereich

iI(py)dV+ [vp(vda)+ [vp(vdA)=[pgdV - [pdA - [ pdA
oty |

Ay Ay Ay Ay

%I(py)dv +[vp(vdA)=[pgdv - [pdA -R
\% A \Y A

R[N] ist die Kraft die auf den im Kontrollbereich befindlichen Korper wirkt.

Bei stationarer Stromung:
[vp(vdA)=[pgdv - [pdA-R
A \% A
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%J- (pv)dV + Iyp(ydA) = jpgdv - I pdA -R+S| wo Sdie Reibungskraft ist.
\ A \ A

Drallsatz

%th(p\_/)dV + [1xvp(vdA) = [rxpgdV — [rxpdA - M + M,
\% A \% A

Anwendungen des Impulssatzes

Ruhende und sich bewegende ebene Platte

dlz
A dAT P iu
- ——>
v [——
— - |
| | X
| |
.4

Vo

Schritte der Anwendung des Impul ssatzes

S~

1. Bestimmung des Kontrollbereiches: Festkorper im Kontrollbereich, die Flache des
Kontrollbereiches sind entweder L oder || zu den Geschwindigkeits-vektoren.

2. Vereinfachung der Gleichung
2 [ (pw)av + [ vplvdA) = [pgdv - [pdA R +S
aty A v A

I 1 i v VvV VI
[vp(vdA)=-R
A

3. Bestimmung der Integrale

I, = jyp(\_/dA) = leZAl(_ A1 /|\_/|1)’

Ay
Vo

v,

dl, = pngAz
I|=pVv3A.
4. Kréaftegleichgewicht in Koordinatenrichtungen

-1, =-R, azaz—pviA, =-R, =-R

X

R=pVZA,
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Wenn die Platte sich bewegt: u> 0

anstatt v, W, =V, —U = R:p(vl_u)zAl'

Borda-Mindung, Kontraktion des Flussigkeitstrahles

a., b., C.,

N ] y q\ p_po — 1

o=A /A v=,29H o Kontraktionsziffer
| = P-P = pVv’A_ =(p, + pgH)A —p,A

2pgHA,=pgHA = ao=A_,/A =05

Plotzliche Querschnittsanderung (Borda-Carnot-Ubergang)

Druckveranderung in einem plétzlichen Borda-Carnot Ubergang.

_|1+|2 :Pl_PZ’ _prA1+pV§A2 :—p2A2+plA2.

2 2

pV,A; =pV,A,, (pz _pl)BC =pV2(V1_V2)’ (pz - pl)id :%(Vl _Vz)

ApIBC: (pz - pl)id _(pz - pl)BC :%(Vf _Vg)_pVZ(Vl _Vz)

Carnotsche Stolverlust

ApIBc = %(Vl - V2)2

Die auf Borda-Carnot Erweiterung wirkende Kraft
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R= (po - pl)(AZ _Al) = sz(Vl _Vz)(Az _Al)

Die Pelton-Turbine

I+, =-R,, 1) :pvlel’IZU =pV§A2COSB, pV,A; =pV,A,

R, = leAl(Vl _V2u)1 WO V,, =V,C0s

V,, =U—W,Sn®, W, =w,, W, =V, —u, R, =pv,A, (v, —u)l+sinv)

. oP
R, =pV,A,(v, —u)1l+sin9), 9=90° a—u:valAl[(vl—u)—u]:O, u=v,/2
P. =pV,A,v:/2

Die auf ein Element des unendlichen Flugelgitters wirkende Kraft,

Satz von Kutta und Joukovsky

"N 7]

5
= Vs

N\
T
—
N

|

_le+|2x:Pl_P2_RX’ _Ily+|2y:_Ry

I, =pv,tvy, I, =pv,tv,, B =pt P,=p,t,

R, = (P, =P, )t +pV, t(v,co80, — v,c080L, )= R, =pv, t{v,, v, ).

X
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Vix =Vox = P =P, =

I\Jl'O

( ; —Vf)=%(V§y _Vlzy):> R, :%(sz —Vly)[(sz +V1y)

Vly + sz

F:t(vly—vzy): Ry=-pT , Ry=pTv,,

2
RI= R} +R; =pFJVi (Zj = [R|=piv. I [N/m]

t—>oo, vly—vzy—>0 F:t(vly—vzy):all. V, >V, >V,

IRl =plv_|T [N/m] Satz von Kutta und Joukovsky

Der Propeller

e ——jie-
_—.l

v1 = U, Geschwindigkeit v; = v,

;t (pvdV+jvpvdA J.pgdv IpdA R+S

I [ Il vV V VI
—li+1,=-R, =R, =pViA, —pV3A,
Mit Verwendung der Kontinuitét: R, = pvA(v, —V,)

Bernoulli-Gleichung 1- 1" und 2’ -

VioP_ Vi Py v_3+&:_+&
2 p 2 p 2 p 2 p

Dapi=pundvy=Vy =V p, —p, = (Vz —vﬁ)

NI'O

:%(vf—vs‘)A:va(vl—vz),v=u

P2 2
==(vi —V5)A
2(1 2)

P.=viRist die Nutzleistung, P=Vv R ist die eingefuhrte Leistung
R . :

n, = Vil _ Vi _ 2 : der Propulsionswirkungsgrad.

VR v 1+v,/v,




38

windmotor, Windgenerator

A
v N N 2
Y
P=pA—1—2 (v -v3)= maximale Nutzeistung oP/ov, =0
=V —:—13v = P—EpAv
Strahlen

lassuld szakasz

h~ 2z, =Kz,
r1/2/ro = klﬂro

Tl Tyz 2

ro,r
I (vdA)=0 :>pv§r02n:'[pv22rndr = VirZ=vi 12,2 J‘ > d
A A 0 vmax r.1/2 r.1/2
Ve _ CONSL_ v const'
— o max
Vo r-1/2 Vo E
r.0 rIO
Th /Ty 2
ro,r r i
j2rnvdr_ Lo 2m j d— =9 _ congt Yme 22 =% _congZ

Vmax I’1/2 r1/2 qu VO r.0 qu r0
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max —
Ny

T T T T
5 10 15 a0 /'ty

Luftschleier

~

neutrale

Hthe

AP=PB7R,

V2 1ap Pk Yh V2 1 Yh ) ) Yh X
R " oon pjbp _{hpR y= Ap=p, —P, R_Lp y= pvis, _{hp y
_PoSo oSy

A
P R Palo)
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R ARy

2
b=2 R sin. b=2P"% gng =L, p=2P g_Kgnp
Ap So P2

teorethisch: K=4, experimentell: K=1.71+0.0264 B (25<B°<45 and 10<B<40)

Allievische Theorie

J
u] e s
f—
T L
Ahi#_ﬁd — | |edtd T e —
L ll —PQ

W y={ : —

P pt Ap b

Iy [ WAV

Rohrdurchmesser d = d+Ad

Verkirzung der Wassersaule: durch Zusammendriickung des Wassers: As; und durch Dehnung der
Rohrwand: As, = As= As1+AS;

2 A A
As, =2Ps B, =2110%a s, I g9 pg-2Pd. Ad_Ac _ Apd
E, 4 2 25 d E, 23E,
As, A
Ex.210"Passas, = 2Pdg AS_4s, 4s, \f 1 d | _Ap
= s s s E, O0E,) E,
Impul ssatz:

—-p(a+v)A(@+v)+(p+Ap)a(A+AA)a=
=pA +(p+Ap)AA — (p+Ap)(A + AA),
Kontinuitét: p(a+Vv)A =(p+Ap)a(A+AA)

Ap=pv(a+V) v<<a Ap=pva T, < 2L die Zeit der Ruckkehr der Druckwelle
a

S:at:>AAs:A§S=A£at = ﬂazv a= 5

r Er Er p
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( _ _ _ _ _
a op
p P o
v vV
LT PP P PP T T T T T TTIR
Pl S
v
—v
| I ] |
P a Ap
vV e
—v
I A 2 A O | I
P q
% \ e————
LT T T AT (N I
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11. Stromung von reibungsbehaftete (viskose) Fluiden

Rheologie (FlieBkunde)

Der Zusammenhang zwischen Schubspannung und Deformationsgeschwindigkeit
Kurve 1. Newtonsche FlUssigkeiten: t,, = u?—; = u%-
Nicht- Newtonsche FlUssigkeiten:

Kurve2: t=1, +um%, plastische Flussigkeit

Kurven 3and 4: t=k(dy/dt)".

O

a
s

Bewegungsgleichung

% =g+ F, Bei reibungsfreien Flussigkeiten: E:—lgradp
- p
1
F = X+dx)—o (x)dydz + +dy)- dxdz
@ o, (x+ )~ o, (x)Jdydz + [, (y + dy) - 7,,(y)]

+[t, (z+dz)-1, (z)]dxdy}

Dao, (x +dx) = o, (x)+ 9 dx = F = 1(do, , 9T , 9T,
d oXx dy 0z

X P
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d=|r, © E:£¢y = Y:il+ij+ik %=Q+EQY
- Yy y zy p— éb( 0'5/7 0’)2 dt ~ ,0
sz Tyz O-z
N, N, N, N, 1( do, §Tyx ar,,
+V, +v, +v, =0, +— +
a oX 2 oz ol oK 0 oz
Zusammenhang zwischen Spannungen und Deformationen
Y
dx
ey
T I’
I
! J dy
|  /
| I
A —/érwdv
=7
da 94 X
v ov v, Jv 1
dy:da+dB:5fdtb5fm. @y:uﬂgf+a;j— » p=—§b&+6y+ﬁ).
V2 'Ac PN P’
dy L
/g N Z//T\\
\§ /// X
\ /T AN 74
y+dy
, dy ., 9v,
o, =u—=2u—=
1x Mdt uax
ov 2 .
o, =—p+2 X ——udivv.
X p Max 3M v
v, v, v, v, 1op 10 o, 2 .
+V, +V +V, =0, ———+——| 2u————udivv |+
ot ox ooy 0z pox plox| ox 3

o (ovy, av, 9| (ov, oav,
+— W —+ +—| W +—2 ||
ay ox oy 0z 0z  ox
Navier-Stokes-Gleichung

| =const. and p = const.



&N, N, N, N, R AN AL
+V, X4V +v, =g, - —+V
& & oz oo N\ T T a
N N N N ks & 82
Yrv, L +v, —L+v, L=¢g —£@+V Yy Yy Yy
A R T e Y A e
X, N, N, &N, 1ap (9%, 9™, %,
+V, AV, R, =g, Y|
& Y & oz o |\ K X &
ov
8VX+ Y+av2=0
oX dy 0z

2
dv_dv +gr ad— —vxrotv=g-— gradp +VvAV| Navier-Stokes-Gleichung
dt ot 2 p

Av = graddivv —rotrotv .

Da divv=0 d——— g ——gradp vrotrotv | wenn rotrotv = 0, (z.B. well rotv = 0 ist) spielt die
— P

dt
Viskositéat keine Rolle.

Ausgebildete laminare Rohrstromung (Hagen-Poiseuille Stroémung)

Rotationssymmetrische, ausgebildete Rohrstromung: v, =0, ? =0 (2D Stromung)
z

Tfo\

(=T Y

p+dp é z ’

r

dz
<
r’mp—r°n(p+dp)+ 2rndzt=0. = 2tdz=rdp = ’C=£I‘%=udvz
2 dz dr
dp/dz: const.

ldp., .

J.dvz: J.rdr:>v =——r" +dl.
2u dz 4u dz

Wennr=R= v, =0 v, = —i%[ rz]:>v2>0if%<0

4u dz dz
Reibungsverlust tiber |: Ap'[Pa] S dp__Ar v, :A_p[RZ_rZ] o= _AP,

dz | 4l 2l

1 2 Vv 1
vzmaX:ApR S>v=—""% vy L 4p R?
4yl 2 8 ul
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. 8uvl
=

ApP'R
2l

Ap . Wandschubspannung: 1, =— 2Rrlt, = R*nAp'

Laminare und turbulente Stromungen

Eigenschaften der turbulenten Strémungen

Der laminar-turbulente Ubergang (Umschlag) hangt von der GroRe der Reynoldszahl ab:

Re=Y9 _ Umschiag bei Re = 2300
i

.
zeitgemittelte Geschwindigkeit: , v = I vdt Schwankungsgeschwindigkeiten: v'
0

=~

_ 1T
vi=—|v'dt=0
(v Tl_ )

Vv

V+V. p=p+p.

(v)°

Turbulenzgrad: Tu =

Vi
Scheinbare Spannungen
2 a 2 2 2
v, olv:) o) olvv,)_ _1ap (0%, v, 9%,
o ox oy 0z p OX ox>  9y® 9z
Colvz) alvivy) o, v)
ox oy 9z
dA
v, v
vi

[¥p¥dA =-[BdA + [pgaV - [VpvdA
A A \ A
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- [VpvdA =-[v,pv,dA—[Vvpv,dA

!gpydé = —1 lﬁA+ o2 ba +A£ pgdV — { plv', V', oA

p, =plv? ): scheinbare Druckerhhung, 1, = ~p(v", ', ): scheinbare Schubspannung

olvE) abvivy) alivn) 1 (acxt e armj
ox  dy 0z plox  dy oz

Ahnlichkeit der Stromungen

_

1<

vo
| &
AT

Charakteristische Geschwindigkeit, Lénge, Zeit bei Grof3ausfihrung und Modell:

¢ /
Vo and Vom, |0 and |Om,to —_0 andtOm — _0m )
\

0 VOm

Die Stromungen sind ahnlich wenn sie durch die gleichen dimensionslosen Funktionen
beschrieben werden kdénnen.

L:f(iyliiliJ andiz:':(illli,i]-
Vo lo Lo Lo 1 PVo lo Ly Ly 1
Die Bedingungen der Ahnlichkeit:

N, X, N, N, 1 (9%, 9%, J%
+V, +V +v, =g, +V + -
a x oz pk | K2 X2 AP

), o o), o |700)
vV, Vo + _0ly U PV LY Vo

+7

fom) 2] ) Y
01V, ‘, ‘, ‘s

dimensionslose N-S Komponentenglei chung

Xj multipliziert mit

~
o

D)
TN
< | <
o x
~—

<
on

Zwel Stromungen sind dhnlich, wenn
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a) beide durch die gleiche dimensionslose Differentialgleichung beschrieben werden kénnen, z.B.

1 1 l
Do _fom - Yo proudezahl, ¥ = Ym = Re="0"° Reynoldszahl,
V0 VOm M VOEO VOmEOm 4

Re,=Re Fr, =Fr

b) gleiche dimensionslose Anfangs- und Randbedingungen vorherrschen (z.B. geometrische
Ahnlichkeit des Modells und der GroRausfiihrung).

=
Yo Tm
—_— O —=
%
t t ) t,Vv t.v
to=lovo, =" ie =0
om 0 éOm gO

t, = 1, wo f[1/s] die Frequenz Str = L Strouhal Zahl
f

Vo

Die dimensions ose Parameter als Quotienten der Kréfte, die auf 1 kg Fluid wirken
2

Tragheitskraft: F ~ %

0

Kraftfeld: F; ~g

2
Druckkraft F, ~ (P=P)f5 _ (P—Po)

Lo plo
. v, /3 v
Reibungskraft: R~pv-2—=v—2
ly ply 14
C 7 C

Oberflachenspannungskraft: F ~——=—
P "oty ply plh
F 20 /
Reynolds-Zahl: Re~ - ~ Vo 02 _Voto
F v, /0 \Y

G 210
Froude-Zahl: Fr~ |-T = [Yo'fo _ Vo
Fs g NI

F _(p=po)lp/ty _pP-py

Fr Vol L, %

Euler-Zahl: Eu ~

2
Weber-Zahl: We~ &~ S/fo/P_ C
Fovglly, pvol,
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12. Grenzschichten

o

=7

hatarreteg

a( ) o) __a()

v,=0—-=0, X _— <<

i 0z WV ox oy
ov, ov, dv 9%,
Vv, +v, =V—+v—;
oX ay dx oy

aVX+%:O.
oxX oy
Sy
6,
—\%
)
/g V@@
W
ov, | ov ov .
T=1,, = €2| x| X = x| [m] Mischungsw
yet p|8y|8y My [m] gsweg

2OV | e
w, =pl oy Wirbelviskositét

u = \/T:O [m/s] Bezugs-(Reibungs)geschwindigkeit
P

Ve 1YY K lwok =04, K =5

u K \Y

Vv u’
in z&her Unterschicht T = 1, :u% , —f=y—
y
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| <
E2

Geschwindigkeits- und Schubspannungsverteilung in einem Rohr bei laminarer und turbul enter
Stromung

Verdréngungsdicke

Y
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Reibungsbeiwert c'; = Yo
BVZ
2
-2
1o - turbulensH
\‘\ = il
C,f \\\\\
o3 lamindris \\\
1074
104 ) 107 10°
VL
Re=Y"L
V € y

Grenzschichtablésung




Abldseblase

Umstromung eines Zylinders

- o S
c, = P=Po pryckkoeffizient z RE qpre =B 7010F
P2 Re g =1.86010°
2 1 |
60 90 120 180 240 300

AT TGS

5 /" A
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Hufeisen-Wirbel

Ablésung der laminaren und turbulenten Grenzschicht

Sekundéarstromung

\1/

\

13. Hydraulik

Erweiterung der Bernoulli Gleichung an reibungsbehafteten Strémungen

S —re—— Y | e

2 2

v v ,
p?l+p1+pU1=p?2+p2+pU2+Ap

Dimensionsanalyse

Ap'=f(¢,u,p,d,v)




53

[Q]=kg*mPs' =Q,,Q,.......Q,. = FQ,Q,,.....Q,)=0 =TI, IT, I1,,....

GroRen = F(IT,,IT,,I1,,....IT, ,,)=0

= Ap* rke ke pkege vio

=22 o —erd m,=re=YS . Hmm,aT,) =0
P,z %
v
2
[T-=R
IT,= 3=Nhey
_ Ap’ Rez
§v2 Rez
HZ:l/d lef(l_lz,l_[3)
Ap :k(Re)£ = Ap'zEvzﬁk(Re) wo A der Reibungsbeiwert ist.
[ d 2 d
2
Bei laminarer Rohrstrdmungen Ap':%v, wo R :9 :>Ap':Bv2£(5ﬂ
R? 2 2 dwvd
Dav—d: Re :>Ap':Ev2£7uIam M _o
% 2 d Re

Wandrauhigkeit

IT dimensionsose

n-r?

k[m] Durchmesser der Sandkérner, relative Wandrauhigkeit IT, =£ , wo r=d/2 Rohrradius.

1
Re > 2300 Re< Re, = 1.95Ig(Re /A ) 0.55
V 7“turb t
| 0.316
4000 < Re<10° Blasius Formel (A, = TRe
e

Moody-Diagramm

fUr Bestimmung des Reibungsbeiwertes von Rohre
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0.1 q
s ‘ ; k
rauhe Rohre
0.06 20
0.05
50
0.04 100
0.03 200
- 500
0.02 R 1000
laminare Re’% \ - 2000
Strémung K

\ - 5000
hydraulisch glattes Rohr — 10 000

oo N\ T ] 20000
8 2 5 8 2 5 8 2 5 8 2 5 8 2 5 8
10° 10* 10° 10° 107 108 Rey
Wandschubspannung
d?m (. d*n A
S Rl AVERS WL VN VT4
4 2 d 2

4
Nichtzylindrische Réhre: d, = % ,wo A[m?| Querschnitt, k[m] benetzter Umfang

Ap':szik(Re) ,Wo Re= vd,
2 d %

e

Kompressible Rohrstrémung

dx

X dx
L
2 P2 L 2
_dp:EVZd_X}\”\_/:q_m,p:L: _dp:@&dxj_]'pdp: qmF\)ZTk
2 D pA RT 2pA- D 5, y 2A°D
vDb ¢qg,D q,D . .
DaRe=—-= =—"— u="f(T)und T = const. Reibungsbeiwert A = const.
v  pAv Au
Pr—p; _9nRTAL pY  pi-p; _ pi oL, [Pi-P; .
= —_— —_—s = —V —k = A .
2 2A2D plz = 2 p12 1D = 2 pl pmk
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Stromung in Kanalen mit freiem Wasserspiegel

Ah':z——x ,wod :%, mit der EinfUhrung von i = % , der Neigung des Kanalbodens.

e

Chézy-K oeffizient C= 28.

Reibungsverlust in Durchstromteilen

Verlust bai Aushildung der Rohr strdmung

1 p
Ap dev :EVZCdev

Laminare Stromung: Widerstandsbeiwert C ., .., =1.2, turbulente Strémung:
Cdev,torb = 005

Verlust in Borda-Carnot Erweiterungen (Carnotscher StoRverlust):

(Vl - V2)2

N o

Ap'ge =

Einlauf-Verlust

Ap'in = B(Vl - 0)2 =V
2
Verlust in Ventile, Schieber und Drosselklappe
5@%
szelep
Ay

L 2 2
5 = ] v P2 Vi (A,
tOOZdK{I o Apvzzvz[v—— ’Cv: A__

T
A vy Ay vy

- - csappantyd
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Diffusorverlust

i S
I P : avia
S T e ] H“ﬂ—'i
p / / ,f%/\,,,\; > 7 T//\\/
\
f

Ap'diff = (pz - pl)id - (pz - pl)val = (1—ﬂd )E (V12 - Vi) mit dem [/ J,f/ —_—
Diffusor-Wirkungsgradn, ‘

Verlust in Krimmern

. _P
Ap', :EVZCb
Anwendungen

Wasserversorgungsanlage

i

Iy
==

%)
N

ot
LI f@fi

N

3

Bekannte Parameter: d ¢,,¢, h,,h, D qv{ﬂ]ausder Literatur: §;,Cg,Cy My-
s

Apq
P9

Berechnung der Férderhéhe und der Nutzleistung der Pumpe H =

Zwei Bernoulli-Gleichungen:

2 2

1) p\%+ p, +pU, :p\%+ Pe +pU, +ZAP', wWo > Ap, =%V2(§1 +%7~1j

2 2

vny vV, .
2) P+ P +pU, =P +P; +pU, +ZAp',, , WO
/ 4 ! 4
zApny :%Vz(ﬁkz +Ck +C.;sz +FS}\'3 +Ck +F4}\44 +C.;k +F57\,5j+

)2 v )+ 2

Dav,=v,=0, Uny_Ua:g(Zny_zsz)1 UZ_Ul:g(hZ_hl)’ P.=Pos P2 =10
=y == .

+(Zny _Zsz) I:)h =q,

pgH
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APy = Prys — Pas = P, —Po +pa(h, =) -pglz,, -z, )+

s,
vt et rd e e, )R -vg)e Bve

Kontinutétsgleichung: vd® =v_ D?. Re:V—OI = A
v

Stromung in einem Rohr, das zwei Wasserbehalter verbindet

3
Bekannte Parameter: d ¢ £, . Berechnung von qv{ﬂ}
s

" H . ko

ébe % é)t

2 2

v v ,
p71+pl+pulzp72+p2 +pU2 +2XAp

Dap,=p,undp,=p,, U=gzund z,=0, z,=H, v,=v,=0

L R R T (AR R

2 p.—Ppy+pgH
P (Gt G+ D)+

A
V =
\B+C\r

Annahmefir A'= v'= Re':v—OI = A'-t....q, :VT.
\Y

V=
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14. Aerodynamische Krafte und Momente

al
I
|
I
I
I
|
I
I
I
|
I
I
I
|
I
|
I
|
I
|
I
i

= =
pno \g \g

| = | =
[ e \? I

= (==
| = a7/ R |E=
B == \ —

] (=sv

‘ A

= =

= =

—1 —

T
@L

Reibungsbehaftetes Fluid: ‘92‘ =‘£>1‘ Dap,=p,=p., V, =V, = [l,|=[l]. -1, +1,=BR-PR,-R,,
= R, =0

Die auf ein Zylinder wirkende aerodynamische Kraft

. . F . .
f(F,,v_,p,u,d,?)=0 Dimensionslose GréRen: I, = ¢, = —2— Widerstandsbeiwert,

Bvifd
2
v_d 4 . .
I, =Re= Reynolds Zahl, TI1, = P relative Lange
l .
I, = Fiate 2D Strémung = T1, = f(IT,), ¢, =f(Re)
10
:
JEN
2 \\
C
1 -/ ™\
0.8 A
0.6
0.4
0.2
0.1

Wenn Rekleinist:F, ~uv_, im Falegroker Re: F, ~v?Z
Die Wirkung des laminar-turbulenten Uberganges.
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Karmansche Wirbel strasse

00
—_—
t
2D Strémung, £:>°° cg=2. K =(p —p, )it =¢,= Pr =P _Po 7P =Cpt —Cpp
t b by
2~ 2 -

Comax =1 Cy =0.7= €, =-1.3
3D Effekt: gzoo, 10,1¢c4=2, 1.3, 1.1.
Im Falle von Kreiszylinder ¢, = 1.2, 0.82 und 0.63 (Re=10").

Auftrieb und Widerstand von Tragfltigeln




F . . F . .
IR/ = pvxl{ﬂ} ¢, =——— Auftriebsbeiwert, c, = —2— Widerstandsbeiwert
m Pyep Pyza
2 2
Cyp = ®— Nickmomentenbeiwert
BviAh

2

Auftriebs- und Widerstandskoeffizient als Funktion des Anstromwinkels

Cs | /=0

X\Je

CLmx =1.2~1.8, dc /do=2n[rad],

X Ce—Cp, Ci—CL

Die Druckzunahme in Strémungsrichtung (Abnahme der Geschwindigkeit) kann zur
Grenzschichtabl 6sung fuhren.

Die auf ein Prisma (stumpfen Korper) wirkende Widerstandskraft

0
+4-¢C

t . Widerstand = Bugwiderstand + Heckwiderstand +Seitenwandwiderstand
//t=0und //t=5:c,=1.1and 0.8.
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Druckbeiwert am Heck al's Funktion des Winkels zwischen der Anstrémrichtung und Tangente der

Scherschicht bel der Abloselinie.

Cpb0

-1 \\

\

T —

4
g(

=

¥

r/t=0=0.2 ¢, =0.8= 0.2
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15. Gasdynamik

Energiesatz

dm=vdA dtp

/
V() O~ A(t+dt)
reibungsfreies Gas, stationére Stromung, kein Kraftfeld, keine Wérmelibertragung

2
% [V7+ CVTdeV = —j vpdA , WO c, {ﬁ} spezifische Wérme bel unveranderlichem Volumen
g
\% A

c,T +§ =h=c,T, mith[Jkg]: Enthalpie, Cp [Jkg/K]: spezifische Wérme bei konstantem Druck.

2
% .
> +c, T =const|entlang der Stromlinie

Statische, dynamische und Gesamttemperatur

V2
T+—=T, =const
20p
2

mit T (orTy )[K] statische Temperatur, T, = 2V—[K] dynamische Temperatur,
C
p
T,[K] Gesamttemperatur.

Energiesatz = Gesamttemperatur ist konstant entlang der Stromlinie (bei stationére Strémung von
reibungsfreien Gasen)

Bernoulli-Gleichung fur kompressible Gase

Kein Reibungseinfluss und Warmelibertragung = isentrope Zustandsanderung:

C
% = const. = p—i , k=" |sentropenexponent
p pl Cv

K-1

2 2 P2 T
Bernoulli Gleichung: V2~ Vi :—I dp =V’ :vf+£& 1_([)2) .
2 p(p) k-1p, b,
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k-1
. . . _ 2 2K P, K
Geschwindigkeit entlang der Stromlinie: |v, = |v, +—1RT1 1- F
K= 1
L&
K K'TK' RK T X
p—i=const.=p—i und p, = P &zp—i:%:—zz[&)
P1 P2 RT, P, pr RTP; T Py
1 1 =
. T, |~ | T .
P2 _ (&] P2 = [—ZJ . Nach Einsetzen | -2 = (&J in Gleichung * bekommt man:
P1 Py P1 T T P
2x T,| 2xR C,
Vg = Vf +E_RT1|:1_?i:| . a: ZCD,KZE = V; = V12 + ZCp(Tl_TZ)
V2 V3
und so den Energiesatz: ¢, T, +El =c,T, +EZ :

k-1
Ausstrémung aus einem Behélter: v = Z—K:LRT{l_(%J ) ]
K= t

Die Schallgeschwindigkeit

T
?Af————+—»——»g e
— . [ PR e ‘L—— i
v } Ae Lz“_\‘ —— 1
a—dy=———— ——
dv T I
| - X
’ S
dp 1
p ,# X
\
dp \

X
Impulssatz pa®A - (p + dp)(a—dv)’A =(p+dp)A — pA 2apdv—a’dp =dp,
Kontinuitét: (a—dv)(p+dp)=ap =pdv=adp.

Geschwindigkeit der Druckwellen (Schallgeschwindigkeit): |a= ?
p
- 5 cpPo x dP_Po. w1
Im Falle von isentroper Zustandsanderung: p=—-p*,—=-—"Kp
Po dp pg

So ergibt sich die Schallgeschwindigkeit: /% =la=,/xRT
p

Zusitzliche Bedingungen der Ahnlichkeit fur Stromungen von kompressiblen Medien:

v v
K =K,,und Mach Zahl: Ma=—=Ma,, ="
a, a,

m
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Verbreitung von Druckwellen

Machscher Kegel, Machsche Linie und Machscher Winkel: sinoczitzgzlvliel
vt v

Ausstromung eines Gases aus einem Druckbehalter

x-1

v= |25 RT 1—(BJK .
k-1 P,

| —
N

v Vimax Amm v[m/s}],A[mﬂ]

V o =1/ARTt die Tangente der Kurve: va—V = —1@+ge = o _ —pV.
k-1 Je poe dv

2 2
max-@:M:v%+p:0:>pl— v =pl—v— =0
dv av dv dp/dp a

im Inflexionspunkt v = a, d.h. Ma=1

Daqm:vaz—%A:const. bei @:0 (bei v=0und p=0) A > <.
dv dv

Far _jp = max ist der Querschnitt A hier der engste: Lavaldise.
v

T

T, =T +—=T +
2 2c 2

C, ZCp o

2 , ’ \ c,/c,(c,—c,
a kRT =T[1+ ./¢,(c, ):|=K+1
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Einfache Diise

[——

Pe < Py

wenn p,/p, >0.95p = const. = v = Z(pt -p.)
Y

k-1
wenn p,/p, <0.95p #const. = v= ARTI 1—(£J )
k-1 P,
wenn p./p, =053 (inFalex=14), v =a =,/kRT wo T =0.833T,.
wenn p./p, < 0.53 der Vorgang ist wieim Falle p_/p, =0.53. (p” =0.53p,. )

Stromung in einer Lavalduse

yov__1dp_ 1opdp _ 1 .,90p
de poe popode p ode

dva+pdvA+pvdA:0:%+%+%:0:>vdv:_a2%_ VdV:—azﬁzaztﬂﬁ_%j_
p v A p p v A

2

vidv_dv dA | (Maz_l)ﬂ:d_A

a®v v A v A

o/ wenn Ma<1,imFalevon dviv>0 = dA/A<0.Bel dv/iv<0 = dA/A>0
B/wenn Ma>1,imFale dviv>0 = dA/A>0

v/ wenn dA/A =0 und dv/iv>0 Ma=1.

o/ wenn dA/A =0 und Ma =1 = Geschwindigkeitsextremwert.

™\
=

=

A

B
)
(DN

O
oomi

vy
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Kontinuitét q,, =p VA =p, VA

k-1

1
0.63p,,/xR0.83T, A’ :Akipt[&]K 2K R, 1—[&j '
p

t k-1 t

Zwei isentropische Ldsungen: Punkt B und D.




