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Mi az aramlastan?

Araml6 kizegek mechanikajdval (dinamikajdval) foglalkozé tudomanyteriilet. A gépészetben dramlastannak,
a jarmdiparban aerodinamikdnak, a fizikdban hidrodinamikdnak, a meteorol6gidban dinamikus meteoroldgi-
dnak nevezik. Az angol terminoldgidban ,,Fluid mechanics” vagy ,,Fluid dynamics” néven taldlkozhatunk
vele. Aramlé kozegek:

e Folyadékok: Kis mértékben dsszenyomhaté (nagy stirtiségti), nem alaktart6, de térfogattart6 kozegek,
melyekben a molekuldk kozti 6sszetartd (kohézids) erd domindl. Felveszik az edény alakjat. Tetszdle-
ges mértékben deformalhatdk az anyagszerkezet sériilése nélkiil. Az amorf anyagokat (pl. iiveg, teflon)
is a folyadékok kozé szoktdk sorolni.

e Gazok: Nagyobb mértékben 0sszenyomhaté (kis stirliségii) kozegek, amelyek kitoltik a rendelkezésre
allo teret. A részecskék egymastdl tavol vannak, idedlis esetben a koztiik 16v6 vonzé és taszitd erdk
elhanyagolhaték. Nem éllnak ellent a deforméciénak, habar van viszkozitasuk.

Folyadékok és gazok viszkozitasa, Newton viszkozitasi torvénye

u=0

1. dbra. Newton viszkozitdsi torvényének szemléltetése

A fenti dbran két egymastol s kicsiny tdvolsagra 1év6, a kék szinnel jelolt folyadékkal elvalasztott siklapot
latunk. Az alsé siklap all, a fels6t F' er6vel mozgatjuk a pozitiv x irdnyban, aminek hatdsara U sebességre tesz
szert. A tapadds torvényének értelmében a folyadék a nedvesitett feliiletekkel egyiitt mozog, azaz sebessége
megegyezik a hatdrfeliiletek sebességével. Koordinata rendszeriinket az alsé siklaphoz régzitve a sebesség
u=0hay=0¢éu= U, hay = s. A folyadék belsejében egyenletes (linedris) sebességmegoszlast
feltételeziink. Lathato, hogy a folyadék ot idd elteltével 6y szogdeformacidt szenved, amely ardnyos a felsé
siklap feliiletén hat6 erdvel, illetve annak egyensilyi sebességével. A deformdcid sebesség ardnyos tehdt a



feliileten hat6 erd, illetve a sebesség y-irdnyd megvaltozasaval:
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Definidljuk a cstsztatéfesziiltséget (nyirdfesziiltséget) T = F/A, és vezessiik be a folyadék anyagi minSsségét
(belsd surlodasat) jellemzo u [N sm~2 =Pa s] ardnyossagi tényezot, azaz a dinamikai viszkozitast:
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A fenti 0sszefiiggést nevezziik Newton viszkozitdsi torvényének. Azokat a folyadékokat, amelyekre ez igaz (a
legtobb dltalunk targyalt folyadékra igaz lesz) newtoni folyadékoknak nevezziik, nem-newtoni folyadékoknak
azokat, amelyekre ez a torvény nem érvényes (pl. olajfesték, diszperzit, kukoricakeményits-viz keverék).
Az alabbi 4brdn a csusztatdfesziiltség alakuldsat lathatjuk a deformacidsebesség (y = %) fuggvényében,
kiilonboz6 folyadékokra.
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2. abra. Kiilonboz6 tipusi folyadékokban a nyiréfesziiltség fliggése a sebességgradienstdl. 1 — dilatalé folya-
dék, 2 — Newtoni folyadék, 3 — Pszeudoplasztikus folyadék, 4 — Bingham folyadék, 5 — plasztikus folyadék
(forras: Wikipédia).

A kovetkez6 tablazat a folyadékok és gdzok viszkozitdsanak és hdmérsékletének kapcsolatat szemlélteti,
illetve rdmutat a viszkozitds valtozdsat okozo fizikai jelenségekre.

T u folyadék | pgdz | Fizikai jelenség
né csokken né Hoémozgés intenzitdsa nd. Folyadékokban a molekuldk

kozti atlagos tavolsag nd és igy a kohézids erd csokken.
Gazokban a molekuldk sebessége és igy az iitkozések
gyakorisdga is nd.

csokken nd csokken | H6mozgds intenzitdsa csokken. Folyadékokban a mole-
kuldk kozti atlagos tavolsag csokken és igy a kohézids er
nd. Gazokban a molekuladk sebessége és igy az iitkozések
gyakorisaga is csokken.

1. tablazat. A viszkozitas fiiggése a hdmérséklettsl
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Az dramldstanban gyakran haszndljuk a dinamikus viszkozitds és a siirliség hdnyadosaként definidlt kine-
matikai viszkozitast (v = u/p [m2 s“]).


https://hu.wikipedia.org/wiki/Viszkozitas

Aramlasok leirasa

Az aramléstanban vizsgalt kozegek tulajdonségait skalar és vektormennyiségekkel jellemezziik. A alap ska-
larmennyiségek rendre a sfirtiség p [kg m’3], a nyomas p [Pa =N m’z], és a hémérséklet T [K], mig az alap
vektormennyiségek rendre a térkoordinatik  [m] vagy azok helyvektora r [m], illetve a sebesség v |m s™! ]
A felsorolt véltozokat fliggvény alakban is frhatjuk, amely fiigg a leirds m6djatol. Euler- illetve Lagrange-féle
lefrasmédot alkalmazhatunk, amelyek kozott a 1ényeges kiilonbség a vonatkoztatdsi rendszer megvalasztdsa.
Az Euler-féle leirdisméd esetén a vonatkoztatdsi rendszer térben rogzitett, mig a Lagrange féle leirdsméd
esetén a vonatkoztatdsi rendszer az draml6 kozeg egy kivalasztott eleméhez korott. Ez Lagrange-féle leiras-
modnal a folyadékrész helyzetét, sebességét illetve gyorsuldsat a kovetkezSképp adhatjuk meg a kivalasztott
folyadékrész kiinduldsi helyzete (r¢ = r(¢ = 0)) alapjan:

r =1 (r9,1)
_ _0Or(ry,1)
v=v(rp,1) = B
&r (ro,1)

a=au)="——>

Az Euler-féle leirasmdd esetén tetszbleges skaldr (¢ = p, vagy ¢ = p, vagy ¢ = T) leirdsa térben és id6ben a
kovetkezoképp adhaté meg:
p=¢r.n=¢@1)=0¢(xyz1).

A vektormennyiségek harom skaldrkomponenssel {rhatdk le, azaz:

VX (x’y,Z, t)
v=v(r,N=v@,N=v(xyz1)=|vxyz1)]|.
v, (x,5,2,1)

Ha az dramlési tér id6ben nem véltozik, akkor azt staciondriusnak nevezziik. Ebben az esetben a mennyisé-
geket tisztdn a térkoordinétdk fliggvényében fejezzik ki:

p=¢(r)=¢(@) =¢(xy7)

és

Vi (x,y,2)

v=v(r)=v(@) =v(xy2) = |vwxy2)|.

v: (x,y,2)
A koordindta rendszer helyes megvélasztdsaval elérhetd, hogy az dramlési tér staciondrius jelleget 6ltson.
Vegyiink példaul egy egyenletes sebességgel, egyenes vonalban szall6 repiilégépet. A kiilsé szemléls tgy
latja, hogy a reptil6gép athalad a vizsgélt térrészen, ahol az dramlas id6ben valtozé lesz a gép altal keltett za-
vards hatdsdra. A piléta szemszogébdl viszont a repiil6gép koriili &ramlds nem valtozik, azaz staciondriusnak
tekinthet. Az dramldsok leirdsa tovabb egyszertisithet6, ha az dramlé kozeg stiriségének id6beli és térbeli
véltozdsat elhanyagoljuk, azaz:

p# f(x,y,2,t) = p = konstans

Ez folyadékok esetén csaknem mindég megtehetd, és gazok esetén sem kovetiink el nagy hibét, ha ezt a
kozelitést alkalmazzuk kis dramlasi sebességek mellett.
Az dramlésok lefrdsdandl a kovetkezd fontos definicidkat fogalmazhatjuk meg:

e pdlya (track) — adott folyadékész egymadst kovetd pillanatokban elfoglalt helyeit 6sszekotd gorbe.

e dramvonal (streamline) — olyan gorbe, amelyet egy adott pillanatban a v sebességvektor minden pont-
jéban érint: v X ds = 0.

e nyomvonal (pathline) — a tér egy adott & pontjdn egymads utidn 4thalad6 folyadékrészeket egy adott ¢
id6pillanatban 6sszekotd gorbe.

Fontos megjegyezni, hogy staciondrius dramlds esetén az dramvonal, a palya, és a nyomvonal egybeesik!



Idealis és valodi kozegek

Az aldbbi tdblazatban foglajuk Ossze az dramldsok lefrasat megkonnyitd egyszeriisitéseket, illetve az idedlis
és valédi kozegek jellemzGit. Az dramldsok leirdsa sordn gyakran tekintjiik idedlisnak az daramlé kozeget.

Tulajdonsag | Valédi kozeg Idealis kozeg
Anyagszerkezet molekuldris kontinum
Osszenyomhatésdg | dsszenyomhatd Osszenyomhatatlan
Surlodas van nincs (elhanyagolhat6)

2. tablazat. Az idedlis és valodi kozegek tulajdonsdgai

Gazok esetén kapcsolatot teremthetiink a skaldrmennyiségek kozott, csokkentve az ismeretlenek szdmat, ha
alkalmazzuk az idedlis gaztorvény dramldstanban hasznalt, egységnyi térfogatra vonatkoztatott alakjat (leg-
tobbszor pusztan csak gaztorvényként fogunk hivatkozni rd), amelyben R a specifikus gazallandét jeloli:

p = pRT.

A gaztorvény altaldnos alakja az univerzdlis gazallandéval (R*) és a molszdmmal () kifejezve, kordbbi ta-
nulmanyainknak megfeleléen:
pV =nR'T.

A gaztorvény Konnyen levezethet$ az altalanos alakbdl, mivel a specifikus gazédlland6 és a stiriség konnyen
kifejezhetd a mélszdmmal, a moltomeggel és az univerzalis gazéllandéval:
R* m _nM nM n

R= = = — = PR = "M oRT
“wm PTVTTV T Y =yt i =y i = ent

Matematikai alapok - miiveletek

Az alabbi matematikai jelolések és miiveletek nagyon fontosak az dramldsok lefrasdndl és modellezésénél.

Parcialis derivaltak

Mivel ez egyes mennyiségek mind a térkoordinatak, mind pedig az id6 fiiggvényében valtozhatnak, fontos
bevezetni a parcidlis (részleges) derivaltat. Ez nem mas, mint egy tobbvaltozds fiiggvény adott fliggd véltozéd
szerinti derivdltja, azaz a mi esetiinkben a részleges megvaltozas hely és id6 szerint.

PR L
p=p » Y 2, atvax’ ay7 aZ

Az id6beli valtozast lokdlis megvaltozasnak, mig a térbeli valtozast konvektiv megvaltozasnak is nevezziik.

A gradiens operator

A gradiens operator bevezetéséhez tekintsiik az aldbbi dbran szereplé homérséklet megoszlast, amely egy
tanterem hdmérsékleti térképét mutatja adott z magassagban (pl. a padl6 felett 2 méterrel). A homérséklet
allandé értékeit 0sszekotd szintvonalakat (izotermdkat) folytonos vonallal jeloltiik. Az alland6 x és y értéki
metszési vonalakat szaggatott vonallal jeloltiik, és ezek metszéspontjdban vettiik fel az A pontot. A metszetek
hémérséklet megoszlasat piros folytonos gdrbékkel abrazoltuk, jelolve a fiiggvény A pontban felvett érintdit,
amelyek rendre a, és @, szoget zdrnak be a vizszintessel. A parcidlis derivaltakat a kovetkez6képp irhatjuk:

OT (xa,y4) _ . 0T (xa,¥1)

tana,, €s =tan«
ox * ay 4



A gradiens ebben az esetben a kovetkez&képp irhatd, ahol V a gradiens differencidloperatort jeloli:

T (x,y) . jaT(x, y)

gradT'(x,y) = VT (x,y) = i o o

Ha kiterjesztjiik a vizsgélatot 3-dimenziéra (7 (x, y, z)) akkor a gradiens:

0T (x,y,2) N jﬁT(x, ¥,2) N ké’T(x, v,2)

dT ,,,=VT ) :.
gradT (x,y,2) (xX,y,2) =i Fp o 7

Vektor formaban irva: o
oT

ox

vr=|T].
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3. dbra. Tanterem hémérséklet megoszldsa a z = 2m-es vizszintes metszetben. A szaggatott vonalak az A
ponton atmend allandé x és y értékii metszeteket jelolik.

Latjuk, hogy a gradiens operator egy skaldr térbdl vektortérbe képezo6 differencidloperator. Ugyanigy
konnyen beldthatd, hogy ha vektorra alkalmazzuk, akkor a mivelet tenzort eredményez:

[Ov, Ov, Ov,]
Ox ay Bz
ox dy 0z
adv, Ov, v,
[ox 9y oz




A gradiens segitségével meghatdrozhat6 két egymashoz kozel es6 pont kozotti homérséklet kiilonbség (AT),
ha a gradiens allandé a két pont kozott, mert a tdvolsag, vagyis As vektor végteleniil, azaz infinitezimalisan
kicsi. A kiilonbség a gradiens és az dtelem vektor skaldris szorzataként fejezhetd ki:

AT =VT -ds = 'VT' |As| cos .
Ebbdl a gradiens 4 fontos tulajdonsiga vezethetd le:
e AT =0 — cosf = 90°, azaz gradT merdleges a szintvonalakra.
e AT = max. — cosf = 0°, azaz gradT parhuzamos a legrohamosabb véltozassal.
o gradT a novekedés irdnydba mutat.
e grad7 nagysiga ardnyos a novekedés mértékével.

Amennyiben a gradiens valtozik, a meghatarozds a gradiens vonal menti integralasaval torténik (pl. Gellért
hegy szintvonalas térképe). Ebbd] kovetkezik az 5. fontos tulajdonsdg, miszerint a fiiggvény gradiensének

szt 2

b
A¢ = fV(ﬁdS = ¢p — Qa.

Potencialos sebességtér

Potencidlos dramlds esetén 1étezik egy ¢ = ¢ (x,y, z) skaldrtér (sebességpotenciél), amelyre igaz, hogy v =
V¢. Az aldbbi dbran lathaté a és b pontok kozott szamoljuk ki a sebesség vonal menti integraljat G és G,
gorbéken, potencidlis sebességtér esetén!

y4
A

G,

X
4. abra. Potencidlis sebességtér vonal menti integralasa.

Végezziik el az integralds szakaszonként:

b b
.fvds:fvds:fV¢dS=¢h—¢’a,
G a a

a b

fvds:f'uds=fv¢ds=¢a—¢b,
b a

G,



majd az egész gorbére:
fvds:fvds+ vds = ¢p — Py + ¢y — ¢p = 0!
G1+G, G G

Definidljuk a cirkul4ciét, mint a sebesség zart gorbe mentén vett integraljat:

F:SE'vds

G

A fentiekbdl kovetkezik, hogy potencidlos dramlas esetén a cirkuldcié zérus, azaz a potencidlos dramldsok
cirkuldciémentesek.



