Az aramlastani szimulacio
modszerei

A harom legelterjedtebb moédszercsalad
— Véges differencidk modszere;
- Vegeselem modszer;
- Véges térfogatok modszerek;

Neéhany kevéshé elterjedt modszer:
—  Spektral modszerek;

— Racs nelkili modszerek;

- Racs-gaz modszerek.

A véges térfogat madszer (hasonldan a wégeselem madszerhez) a szamitasi
tartomany kisebb terfogati elemekre bontja, amelyeken belil a keresett aramlastani
mezdvaltozok egyszerlob (pl. inedris) flagvenyekkel kozelithetdk

A tartomany felbontasét halégeneralasnak, 4 térfogatelemeket pedig cellaknak
hivjuk. Mezévaltozdink diszkrét értékeit a cellak kozéppontjaban szeretnénk
meghatarozni

Célunk az dramlast lefrd megmaradasi egyenletek megoldasa kazelith médszerrel

e Sorolia fel az &ramlasok numerikus
3 modszert.

e Mit értink halégeneraldson és mik a
cellak?

Véges térfogatok modszere

Mezbvaitozok értekel U: valamilyen megmaradé mennyiség térfogati
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Konvektiv és konduktiv fluxusok:
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e rja fel az altalanos transzportegyenlet
integral alakban!
e Definidlja a konvektiv és konduktiv fluxus

és milyennek a nyomdsgradiens az
altalanos transzportegyenletben?
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Véges térfogatok modszere

olefo

fogalmat!

Az altalanos transzportegyenlet .

differencial alakban: Egyenlet: ¢
opb konduktiv transzport kontinuitas 1
E+V'(P¢V):V'SA*V'(Tvq’)*Sv x-impulzus u
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e rja fel az altalanos transzportegyenletet
differencial alakban! Milyen mennyiségeket
képviselhet a @ ftranszportalt skalaris
jellemzé?

e rja fel a kontinuitds, a mozgasegyenlet és
az energiaegyenlet konzervativ alakjat!
Milyen tagnak tekinthetbk a viszkézus erék

Az alapegyenletek elébbi alakjait konzervativ (megmaradasi) alaknak hivijuk:

A differencél-egyenleteinket integralva egy-egy cella térfogatara minden
divergencias tag a cella 6sszes részfellletére vonatkozd felilleti integralla alakul
Az integralok értéke minden cellafeliletre egy-egy skalar, ami az adott felileten
egysegiyi 190 alatt ataramio megmarado rmennylseget felez i,

ezek afelllet ket oldalan tarolt (ismeretlen) mezdvaltozoktol flggensk

Minden transzportegyenlet, minden cellara egy-egy nemlinedris algebrai
egyenletet eredményez, ezt nevezzik a lefrd egyenletek diszkrét kozelitésének
Tipikus példaként: 5 transzportegyenlet és 1 000 000 cella esetén 5 000 000 db
algebral egyenletbdl alld egyenletrendszert kapunk

Az algebral egvenletrendszer érdekes tulajdonsaga, hogy az egyenlstelben egy-egy
cella mezovaltozoi csak a szomszédos cella mezdvaitozéival dlinak
kapcsolatban

A sok ismeretlen és az egyenletek nemlinearitasa miatt az algebrai egyenletrendszer
pontos megoldasa nem lehetséges, iterativ kézelitd eljarasokat alkalmazunk

Azt szeretnénk, hogy a megoldas valamilyen inicialis (kezdeti) allapotbalindulva
lépésenként konvergaljon a diszkrét egyenletrendszer pontos megoldasahoz
(Legtobbszor meg 15 teszi)

A szamitasi tartoméany hatarara eso cella-részfeluletekre vonatkozo integralok
szamitasahoz az elhagyott térrész hatasat lefrd Ujabb osszeflggések
peremfeltételek megadasa szilkséges

e Milyen alaku alapegyenletekbdl indulunk ki
a véges térfogatok  modszerének
alkalmazésakor?

e Mit értlink a véges térfogatok modszerének
konzervativ tulajdonsagan?

e Hogyan nyeriink algebrai
egyenletrendszert az aramlast leird
parcidlis differencialegyenletekbdl?

e Milyen pontokban értelmezzik a
mezdvaltozékat? Hogyan alnak egymssal
kapcsolatban?

e Mit értink iterativ megoldasi médszeren?

e Mit értink egy iterativn. mddszer
konvergenciaja alatt?

e Hogyan értelmezheték a peremfeltételek a
véges térfogat médszer esetében?

A CFD elemzés folyamata

1. Geometriai modell elallitasa eléfeldolgozas
2. Halégeneralas GAMBIT-ben
3. Peremfeltételi zonak kijelélése *.dbs, >*.msh
4.  Fizikai modell kivalasztasa,

anyagjellemzdk megadasa megoldas
5. Peremfeltételek szamértékei FLUENT-ben
8. Numerikus paraméterek *.cas, *.dat
7. Megoldas inicializalasa
8. lteracio
9. Eredmények értékelése utofeldolgozas

~ FLUENT-ben

Ezt a folyamatot fogjuk most végigkévetini a ,méréperem” szamitasi gyakorlaton
keresztiil

e Sorolja fel az d&ramlastani elemzés lépéseit!
Mit nevezink el6feldolgozasnak,
megoldasnak és utéfeldolgozasnak?



Egy implicit, masodrendd differenciaséma

Differenciasémak levezetése o
Taylor-sorokkal By =t ¥y () Ty St o &)

Uy U Ty (7ZAx)+u”J+1 2Ax2+o(Ax2)

Kristéf Gergely
;g 3 . Ax
2008. 11. 18, uj,JT:?M+UJ+I[7]+O(M)
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W= Lol ax)
. Adams-Basforth séma
Euler-modszer
W
Az (analitikus) megoldas Taylor-sora J.1‘//—\~\
j pontbél a j+1 pontba. j1 X
Elsérendii pontossagu integralasi séma:
- — Ax2 2
X uﬁl:uJJru'JAero(Ax) uj+1:uj+M’JAx+U”JT+O(Ax )
-
Differenciaséma, szintén elsérendii 4 Ax
pontossaggal: Uy =t (—Ax )+ of Ax) X 3
e
w.o=———L1o7l) 3 1
T A& uﬁlzuﬁzufjAx—au'J,lAﬁo(sz)
Szintén elsdrendd integralasi séma:
. Mésodrend( pontossagu explicit integralési séma.
U; =g+ g (=Ax)+o( Ax) Alkalmas a .
Altalaban u’,, az u,,, fliggvényében adott, igy a fenti egyenletbdl egy bonyolultabb A térbeli derivaltakrol altalaban:
keéplettel fejezhetd ki u.,, . llyen esetben ezt sémanak nevezziik. Nem egyenkdz( és nem koordiana iranyU racsokra nagyon komplikalt sémak adédnak.
" A transzportegyenletekben végiil is csak operatorok kellenek.
e Mutasson példat egy elsérendi e Vezesse le az Adams-Basforth sémat!
pontossagu integralasi és differencialasi Adjon egy alkalmazasi példat!
sémaral
e Mit értlink implicit séma alatt? i i = = i
P A divergencia kodzelitd alakja

CDS

Véges térfogatos médszere esetében a divergencia operatort felilleti integralasra
Visszavezetve kizelitjilk, ezért a Gauss-tételbdl kell kiindulni:

J‘V-ng:j;q-dé
I A

Az u vektor Descartes koordinatait ui-val jeldlve az alabbi médon definialhatjuk
a divergencia operator diszkrét alakjat a P kozéppontu cella kézéppontjaban:
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ahol A, a cella oldalfalainak indexe.
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LA o ax)
U = +0
Y 2 Ax

e Hogyan kozelitheté a divergencia operator
véges térfogatok médszerével?
e Vezesse le a CDS sémat Taylor-sorokkal!
Hatarozza meg a konvergencia rendjét!



A gradiens kézelitd alakja

Egy skalaris mennyiség gradiensét a Gauss-tételbdl levezetett alabbi
integral atalakité tételbsl hatarozhatjuk meg:

jv¢dV:§¢-44
v

A

A gradiens operator | komponensét tehat az alabbi alakban szamolhatjuk:

> [,
PREE
] Ve

A, a feliiletvektor i komponensét jelSli Descartes koordinata-rendszerben.

v

e Hogyan kozelithetd a gadiens operator
véges térfogatok médszerével?

A Laplace-operator kozelité alakja

Egy skaléris mennyiségre vonatkozé Laplace operétor felirhaté a
gradiens divergenciajaként:

AP=V-V¢

Diszkrét kzelités elvégzéséhez a belsd gradienset a cella felliletére
Interpolalnunk kell. Jeldljiik ezt < > zardjelekkel:

Gg=©. <v| ¢>
i
Gyakorlatilag a nyomas kivételével (pl. hdmérséklet vagy transzportalt passziv
skalarok esetében) a gradiens felliletre merdleges komponensét egyszeriibben
is kozelithetjiik.
Végiil is a Laplace operéator kozelitd alakja a P pontban és a szomszédos
cellakban tarolt ¢ értékek linearis Kombinacidja lesz:

Z¢:AP¢P+ZAE &

Az A egyltthatok érékeét a fent leit modon hatarozhatjuk meg.

e Hogyan kozelithetd a Laplace operator
véges térfogatok médszerével?

Diszkretizacio véges
térfogatok modszerével

Kristof Gergely
2008.11.13.

Fluxusok és térfogati forrasok

Atranszportegyenlet egy ¢ skalaris mezovaltozéra stacionarius
dramléas esetén:

§povidA= T veda+ [gar
A~ VAN 7

konvektiv fluxus konduktiv fluxus

Egy 2D halé nevezetes pontjai P pont kérnyezetében
(kompasz indexelés):

N

. . .

nw| n__nne
W e E Fellileti integralok?
. .

Térfogati integralok?

Sw [se

. < .

Integralok numerikus kozelitése

Fluxusok feliileti integralja az e fellileten:
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Pl. FLUENT rendszerben a mennyiségeket a cellakdzéppontokban taroljuk
Mas pontokba f értékét interpolalni kell.

e Hogyan kozelithet6 egy vektormennyiség
felUleti integrélja egy cella hatarfeliiletén?

e Hogyan kozelithet6 egy skalaris jellemzé
térfogati integralja egy numerikus cellara?

1D példa

Stacionarius aramlas egyenes csében, hévezetési feladat:
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Kontinuitas: u = allando

2
Energiaegyenlet: §[CVT+%]py-d4 :j;;{VT.dé
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LT P} Az analitikus megoldas:
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Tp—Ty, P2l
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"Pe (Peclet-szam)

o rja fel az energiaegyenlet integral alakjat
stacionarius, egydimenzios, allandé
slrGségli aramlasban zajl6 konduktiv-
konvektiv hévezetési feladatra!

e Rajzolja fel a stacionarius konduktiv-
konvektiv hoévezetési feladat analitikus
megoldasat jellegre helyesen!

e Mit nevezonk Peclet-szamnak?



Diszkretizalas

Felirjuk a fluxusok | | |

feldleti integraljait: Ax Ax

pul \}'47 oul ‘:21: 2oL \)47 AT \)4
(puT), 4~ (puT), 4 ! 4

\ Gy O ), ¢, Ox )

\

A
¢, Ax
CoI, =Cy Ty = Dy Ty —Tp )= Dy, (Tp—Ty )

Ujjelslesek: C,=C, = pu D,=D, =

Ugyanez még egyszeribben: F,—F, =0

ahol: F,=C,1,—D,(Tyr—Tp) ateljesfluxus.

e Diszkretizélja az energiaegyenletet 1D,
p=allando, stacionarius hévezetési feladat
esetére véges térfogatok modszerével!

CDS séma

CL~CWTy = Do(Tg ~Tp )= Dy (Tp ~ Ty )
A face-hdmérsékleteket linearisan interpolaljuk:
@ (&
{TE(TPJrTE)*De(TE*TP)}*{Tw(TW +TP)7DW(TP7TW)} =0
Felirjuk a P cellara vonatkoz6 linedris egyenletet:

ApTp = ApTy + AxTy

Ay ‘ Ap ‘ Ap

D, +C, /2 ‘ D,-C,/2 ‘ Ay + Ay
-0
D, +D,+C,/2-C,/ 2= Ag + 4,,+C, — C,,) konnulés

Sulyozott étlagnak is tekinthetd. Ha az egyiitthaték pozitivak, akkor az atlagolas
nem vezethet be extrémumot P pontban.

e Diszkretizalja a teljes héfluxust CDS séma
segitségével, irja fel a P kbézéppontu
cellara kapott algebrai egyenletrendszert!
Hogyan kell kiszamitani az Ap egyUltthat6t?

Az algebrai egyenletrendszer

megoldasa
[+ Pl. 4 cella esetén az alabbi:
b ™\
a
o[ 4 O 0 || fp| |~AwTh.
Ay Ap bp 0 | \Dp|_ 0
0 Ay Ap AHp||hp 0
0 0 Ay Ap||Tup| |4

Megoldas: Gauss-eliminacioval.
n ismeretlenes, tridiagonal métrixi egyenletrendszer esetében csak 2 n
mivelet (egy ciklus eldre és egy vissza): Thomas-algoritmus.

Sajnos 2D és 3D aramlasok esetében nem tridiagonal matrixu.

e rjia fel az 1D, p=allandd, stacionarius
hévezetési  feladat  diszkretizalasabdl
addédo egyenletrendszer matrixos alakjat.
Milyen modszerrel oldhaté meg ez az
egyenletrendszer?

Példaprogram
|
1. Hasonlé megoldést kapunk o PUL
tébb, kulonbézéd paraméter Ale,
valtozatra. ol
2. Hiba N2-el arényosan csokken. fe= i
Masodrendl pontossag.
3. Neha oszcillal. puds
Miker kezd oszcillalni? Pew =770 72

e Mia CDS séma stabilitdsanak feltétele egy
1D, p=allandd, stacionarius hoévezetési
feladat megoldasa soran?

Transzportivitas

Fizikai szempontbol:
novekvd Pe esetén egyre T hatasa egyre kevésbé érvényesiil T-re.

Tudja ezt a numerikus séma?

Ap=D,-C,/2
C,=pu D, = A Pe:pUL
¢, Ax Alc,
AE:& 2,& L prum :&(27196&)
2 D, 2 Ale, 2

Cella Peclet-szam: a konvektiv és konduktiv héfluxusok hanyadosa.
Pe,>2 esetén A. nagysaga Ujra ndni kezd.
A stabilitasi probléma is ilyen esetekben |ép fel.

e Mit értink a numerikus fluxusok
transzportivitasan?

UDS séma

u==0esetén: 7, =Ty, 1,=Tp

u<Oeseten: 7, =Tp, T,=Tg

ATy + ApTy = AT,

Ay ‘ Ag ‘ Ap

MaxlC,, 00+ D, |Max(~C,0)+D,| Ay +Ag

Tovabbi numerikus kisérletek...

A pontossag elsérendiire cstkken.

e Ismertesse az els6rendli  szélfeldli
sulyozast (UDS) egy 1D, p=allandd,
stacionarius hdévezetési feladat példajan!
Teljesiil-e a transzportivitas?



Mesterséges ,diffuzid”

A numerikus hibanak egy fontos fajtaja. A pontatlan interpolaciobél adédott:

Ple E Tezrpf%%%o(m)

Olyan mintha megndveltiik volna a hovezetéstt &I’ Tz —Tp
irjuk be T derivaltjanak diszkrét kizelitését: E - Ax

Ax
A Ammest _ LY e = 2

¢, A% c,A¢ 2 2

D =

e

v

e Hatdrozza meg az UDS séma Altal
bevezetett mesterséges vezetési tényez6t!

HDS séma Spalding (1972)

Az afontos, hogy az A" egylitthaték ne legyenek negativak.
Pe,, éntéke alapjan szamoljuk a fellileti fluxust:

Pe, <-2 F=CTy

1 2 1 2
_ F,=C,|=| 1+ T, +=|1- T,
2<Pey <2 i 2{2( PemJ P 2[ PeAJ E}

2< Pey, F=CT, Legalabb kis Pe,, esetén
mésodrend.

ATy + AgTy = AT

Ay ‘ Ay ‘ Ap

Max(CW,{DW + %W}o] ‘Max(f c, ,[De 7%}0]‘ Ay +Ag

e Ismertesse a  Spalding-féle hibrid
differenciaséma (HDS) elvét!

S0OU séma

masodrendU szélfel8li stlyozas

Cellan beldl linedris \
interpolacié a gradiens ' :

segitségével:

w P e

Placellafali . _ . +dT Ax
hémérseklet: ‘e~ F T o T4
|y 2

A gradiens meghatarozasa két lépésben:

-7’ To+T, Ty + T,
tiepss A LR r-fetle g Ty tlp

|y Ax 2 2
. dar értékét ugy korlatozzuk, hogy ne vezethessen be
2. lépés P extrémumokat. Gradiens limiterek: C Hirsch.
P

e Ismertesse a masodrendld szélfeldli
sulyozas (SOU) elvét!

Inkompresszibilis aramlasok
szamitasa
Kristéf Gergely
2008. november 15.

A nyomas-sebesség kapcsolat problémaja

A diszkretizécidval kapott algebrai egyenletrendszer megoldaséra iterécios
modszert fogunk alkalmazni.

Egy tovabbi egyszerlisitési lehetdség:

Szegregalt iteracio: minden mezovaltozora kilonallo egyenletrendszert oldunk
meg, amelyben a tébbi mezévaltozot allandénak tekintjlik.

Kontinuitas: V.5=0

Navier-Stokes %Jrv-(ui):—MJrV-(vVu)Jrgx
egyenlet: ot ax

oy = ap/ by
— VvV )= -+ V(v VYt
o VvV > (vWv)tg,

ow = X/ ey
— 4+ Ve(wv)=—=—— V- (vVw)+
o V() s (v¥w)tg,

Ez az egyenletrendszer nem alkalmas szegregalt iteraciora.
Szilkségunk lenne a nyomasmezo meghatarozasara alkalmas alapegyenletre.

e rja fel az &lland6 slrliségii laminaris
aramlast leird alapegyenleteket
konzervativ alakban!

e Mit értink szegregélt iteraci6 alatt?
Alkalmas ez az  egyenletrendszer
szegregalt iteraciéval térténé megoldasra?

Két szokasos megkdzelités

 ¥-w modszer

Az mozgasgyenletbdl kikiszéboljuk a nyomasmezét.
A kontinuitast egy potencial fuggvény bevezetésével
oldjuk meg.

« Nyomaskorrekciés modszerek

A kontinuitasi egyenlet helyett a nyomasmezé
meghatarozasara alkalmas alapegyenletet oldunk meg.

e Nevezzen meg két szokasos méddszert a
nyomas-sebesség kapcsolat feloldasara.
Egy-egy mondatban ismertesse ezek
mukodési elvét!



Az aramfluggvény ()

Jelentése 2D-ben: térfogataram 1 m széles

tartomanyban.
Y
—ai Egy ¥=éllandé vonalon ataramlas nincs,
v ™~ ~ tehat a ¥ szintvonalai aramvonalak.
T u N Két, egymashoz kézeli aramvonalra az
dy \\ v N alabbi dsszefliggés érvényes:
"\ \ dyr=udy—vdx
5 \ \ Ugyanakkor W teljes differencidlja:
X X
a a
dig="Y #+ Y
ox ay
Ebb8l megkapjuk ¥ definicidjat oy =—v g aﬁ‘/’ —u
2D aramlas esetére: ox 8y -

Puszta |étével kielegiti a

u v oty &
kontinuitasi egyenletet: + = L o

T =0
ax dy dxdy dvéx

e \Vezesse le az éaramfiiggvény definiciés
Osszefliggéseit 2D, allandd siriségi
aramlas esetén.

e Bizonyitsa be, hogy az &ramfliggvény
kielégiti a kontinuitasi egyenlet 2D-ben!

3D aramlasok esetében

3D-ben V-t vektorkent definialjuk: v=Vxy
Yektorpotencial. -
Sikaramlas esetén Ay, _ 4% o . i
visszakapjuk az eredeti ay 2 azaz sikaramlas esetén:
definiciot:

@U/ 7% —_— u:ai o5 v:—al
oz Ay ax

A kontinuitas 3D-ben Is automatikusan kieléglil:  V-y=V.Vxiw =0

2D-ben tovabbi elény, hogy a mezévaltozok szama csokken (u,v —¥).
Sajnos ez az eldny 3D-ben elvész.

e Ismertesse az daramfliggvény altalanos
definiciéjat és mutassa meg, hogy kielégiti
a kontinuitasi egyenlet!
Az Orvényesség (o)

Az Brvényesség 3D-ben: d=Vxy

2D-ben w-nak csak z komponense van:

tehat: @ = @ — %
&y

Az aramfiiggvénnyel 6211/ 62W

kifejezve: D= ez egy Poisson-egyenlet
ax ay az aramfiiggvényre.

Egy érdekes specialis eset: w=0

potencidlos aramlasokra -

Csak egy Laplace-egyenletet Ayr= 0

kell megoldani 2D esetben.
Analitikus megoldasok, analégiak...

e Definialja az 6rvényességet (w-t)!

e Ismertesse az aramfliggvény
meghatarozadsara  alkalmas  Poisson-
egyenletet 2D aramlas esetén!

e Milyen egyenletbdl szamithatiuk az
aramfuggvényt allandé slriségu
potencidlos dramlasok esetén?

Az drvénytranszportegyenlet (OTE)

Képezzilk a Navier-Stokes egyenlet rotaciéjat 2D-ben:
2 2 2
Bfow) ,Of), O Oy TP/ O [ & [0y
ar\ ax ax\ dx v\ dx x v av L ayz ax
2 2 2
E[@JME[@JME{@}##%,MH iz(@}%[@]
aloy) ala) awly ady et W) 3\
2 2
6—erua—erva—m % 0+v| ai;+ai)
at ax Jy
Gu(é‘viau}r@v(é‘v 6u]

yler )|

ax

dx oy

Az Brvénytranszport egyenlet  dw A A Kinematikai viszkozitas az
2D alakja. dr & drvényesség vezetési tényezdje...
(3D-ben bonyolultabb). PI: hatérrétegben.

e \Vezesse le az Orvénytranszportegyenlet

2D alakjat!
Megoldasi mddszer stacionarius aramlasra
Poisson-egyenlet \-re: alw + az_ﬁ// ——w
o2 ot
OTE-ba beirjuk a W-vel Sy lw dwde_ @+627‘”
kifejezett u-t és w-i: dy &  ox - A’ ayl

Szegregalt megoldasi modszer:

WO,UJO Potsson y}’wo JTE ‘i)))wl Poisson Wl)wl

Peremfeltételek V-re: - Belépésnél és falon: elstfaju.
- Kilépésnél masodfaju (Neuman pf.).
w-ra: - Belépésnél és falon: elséfaju.

- Kilepésnél masodfaja (Neuman pf.).
Probléma: nyomas peremfeltételt nem tudunk eldirni, mert p nem szerepel az
6t utélag kell meghatarozni.

egyer 1. A ny

e rja fel a y-» mddszer alapegyenleteit 2D
aramlas esetén és mutassa be a
szegregalt megoldasi médszer
alkalmazéasat erre az esetre!

e Milyen peremfeltételeket irhatunk elé y-re
€s w-ra ki és belépésnél.

e Milyen peremfeltételeket irhatunk el wy-re
a falakon?

e El6irhaté-e nyomas peremfeltétel w-o
modszer esetében?

Nyomas alapu megolddk
A nyomasegyenlet

Kontinuitas: V-g =0
. ou
Mozgasegyenlet | . =—
2D-ben, g=0 esetén: ot Vel VLP/FO)+VA%
Uj jellések: P=p/py es [ (enelemszertien).
ou
—=f-VP
ot Z

é
Képezzilk a mozgasegyenlet divergenciajat felhasznalva, hogy: Ev-y =0
AP=V.f Ez egy Poisson-egyenlet P-re.
S Nyomasegyenlet

Ez alkalmas pl. a nyomasmez6 meghatarozasara W-u modszer esetén.

e Vezesse le a nyomasegyenletet!



Alkalmas-e a nyomasegyenlet a kontinuitas
kivaltasara®?

Diszkretizaljuk a mozgasegyenletet egyszeriiség kedvéeért iddben elsérendi
pontossagu integralasi sémaval (Euler-médszerrel):

u;”'l =ul + At({ff - %L P’ )
A nyomasegyenlet diszkrét alakja:
apt=v-fr
Eldszor oldjuk meg a nyomasegyenletet P'-re, majd frissitsii-k a sebességet!
Divergenciamentes lesz az (j sebességmez6?

G =V + % g7 - AP

=0 csak kozelitdleg tudjuk
megoldani!
A nyomasegyenletet asénak hibdja felt 6dva jelentkezik a
kontinuitasban.

e Mutassa meg, hogyan halmozédnanak a
numerikus hibak, ha a nyomasegyenletet
eredeti formajaban alkalmaznank a
kontinuitasi egyenlet helyettesitésére!

A hiba felhalmozédasa elkerulhetd...
Nekiink nem a nyomasegyenlet fontos, hanem a kontinuitas teljesitése.

Az eredeti nyoméasegyenlet helyett az alabbi korrigalt egyenletet kell
megoldani:

- - 1~
APt =¥ fr =y
Af
majd a mozgasegyenletbdl szamoljuk az U] sebességeket:
' =+ At(fz” - €’| P”)
;

Ellendtizziik az uj sebesség divergenciamentességét:

S :A{im;w.ﬂ JP”}
Af
=0 nyomasegyenlet

Csak akkora a kontinuitas hibaja, amit a korrigalt nyomasegyenlet megoldasakor
elkdvetiink az n-edik Iépésben.

e Hogyan kerllhet6 el a hiba felhalmoz6dasa
a kontinuitdsi egyenletben nyomas alapu
megoldok esetében?

Projekciés médszer

Ugyanez a médszer a szokasosabb jelslésekkel:

1. lépés w* =ut A £ u* pszeudosebessé
Kiszamitjuk: P g P s

2.lépés APt = —F.u* n
megoldjuk: Af — P

3. lépés A o
kiszamitjuk: w=ut AN

P

- - 1 ~ .
Ellendrizziik! V_u;ﬁ»l _ AT{EV'“*; ,Apn}

Tényleg ezt oldjuk meg a 2. Iépésben.

e Ismertesse a projekci6és mobdszerek
mukodési elvét!

Stacionarius aramlas

» Kis idélépések:
Az el8z8 modszer csak kis id6lépésekkel tud mikadni.
(Feltételesen stabil séma.)
Ha az aramlas stacionarius, vagy lassan valtozik, akkor
nagyon sok id8lépést kell tenni, amig elérjuk a
stacionarius allapotot.

» Hianyzik az idébeli derivalt:
Stacionarius aramlasok esetén kihagyjuk az idébeli
derivaltakat és a hely szerinti derivaltakbdl szamoljuk ki
az Uj sebességmezdt.

P-u iteracioé stacionarius aramlasra

Szeretnénk, ha az n+1-edik iteracios Iépésben minél pontosabban teljesiiinének:

ApwE ey A =0 -V P e V=0

Csak a régi nyomast tudjuk ¥ 0% pn 1.1épés
felhasznalni... (itt még nem lesz 4r uﬁJrZAl e @ VLP — u,*
pontos a kontinuités).

u” kezdoértékekent u'-et
hasznaljuk.

un*' hasonlo képlettel kdzelithetd
az Uj nyomasgradiens alapjan: u";l =, - Lﬁ‘ P! 3leépés
:, i, i

um™1 elégitse ki a kontinuitast! 4p

Képezziik a numerikus divergenciajat: 216pé
- = épés

A 3. 1épésben elhanyagolt szomszédok Apr = ApV -, ~— prtl

miatt most a mozgasegyenlet nem pontos, P

ezért 1,2,3 lépéseket ismételni kell.

e [Ismertesse a nyomas alapu megolddk
mikodési  elvét stacionarius  aramlas
esetén!

Szokasos modszerek

» Belsé iteracio:
Kézelité megoldast kell alkalmazni az 1. és a 2. 1épés
egyenletrendszerének megoldasara, azonban a belsé
iteracié csak 1 [épést szokott tenni.

» Nyomaskorrekciés egyenlet:
Nyomas helyett nyomaskorrekciora szokasos megoldani
a Poisson-egyenletet. (Numerikus elényék.)

* SIMPLE, SIMPLEC, SIMPLER, PISO

+ Idéfliggd modellek:
Id8ben valtozé folyamatok esetén a lokalis gyorsulast
beletehetjuk Q-ba. Idében implicit sémat alkalmazva
nagy idélépéseket lehet tenni.



Az aramlastani problémak
diszkretizalasaval kapott algebrai
egyenletrendszer megoldasa
Dr. Kristéf Gergely
2008.11.21.

A Poisson-egyenletet minden
id6lépésnél meg kell oldani...

Ezt a feladatot nem tudjuk elkeriini inkompresszibilis dramlasok esetén.

V-1 médszer esetében: Apy=—@ —— ¥

Nyomésalapt megeldsk esetében: AP=V-f —> P

e Miért fontos a Poisson-egyenlet hatékony
megoldasa inkompresszibilis aramlasok

szamitasa esetén?

Egyszeri 2D példa

A szamitasi tartomany: 62¢ 62¢
. + T Q
o By
Diszkretizaljuk véges differenciak médszerével:
$=0 N
(eldsfaju pf.)
W P E
S

4 x 4 intervallum

L[¢57¢P7¢P7¢W‘]+L dy—9p Ip—ds -0
Ax\ Ax Ax Ayl Ay Ay F

Pl: Ax=Ay=" esetén: g5 +dy —4dp+ g +¢N:h2QP

e Egyszerl 2D példan keresztil mutassa be
a Poisson-egyenlet diszkretizalasat!

Matrixos alakban
G5+ — 40 + g +dy = K 0p

9 ismeretleniink van. 4 0 000

01 4
$=0 0041 0

IS
o o
o

o
e o
oo oo

o o000

0

0

0

4 x 4 intervallum U
0

oo oo

Az egyenletrendszer matrixos alakban:
AT,] @ =0

PI. 101 x 101 es halo esetén az ismeretlenek szama N=10%, A elemeinek szama
pedig 10%.

e ifja fel a 2D Poisson-egyenlet
diszkretizalasaval nyert algebrai
egyenletrendszert matrixos alakban!

Gauss-eliminacié

Altalanos métrix esetében épp olyan jé, mint barmilyen mas modszer, viszont
a matrix kedvez6 tulajdonsagait nem hasznalja ki.

1. 1épés Eliminacio:

Ay Ay Ay | Azelssor Ay A, -szeresét Minden tovabbi
” kivonjuk a mésodik sorbél, igy ott oszlopra az
Ay Ays Ay | azelsselem Olesz. N-1 —edik
Ugyanez minden tovabbi sorra. oszlopig.
Ay Ay A
2. lépés Visszahelyettesités: _ Qn
n
Uy Ty Ui U
N
0 Uy Ups
- - O= DUk
0 0 Us PR =
' U,

A miiveletigény N3/3, de ebbdl a visszahelyettesités csak N2/2.

Hiaba ritka A métrix, az U matrix mér nem ritka. Mem©ériaigény 101 x 101 es
halon kb. 400 Mb. Tovabba: Nem is sziikséges nagyon pontos megoldas,
mert a diszkretizaciés hiba jelentos.

e Ismertesse a Gauss-féle eliminaciés
modszer elvét!

lterativ modszerek
A megoldast lépésenkent finomitjuk. ¢ kozelitése az n-edik lépésben ¢,
Elhagyva a vektorindexeket: Agﬁ“ = Q, p” p" : reziduum
A hiba: & =g-¢"
Tehét a hibara az eredetivel

Ag" = A(¢ —g" ): o- (Qf p"): p°  azonos matrixii egyenletrendszert
kell megoldani.

Iterativ modszerek: ngml =Ng"+Q

Bekonvergalt megoldasra: ¢”+1 =g"=¢ ,ezét. A=M-N

Mindkét oldalbél vonjunk le Mg —et:
Ml =g )= N9 +O-M =0 49" = "
-

korrekei: " MS = p” Korrekciés egyenlet.

Minél jobban kdzeliti M az A matrixot, annél gyorsabban konvergal.
M lehet pl. diagonal, tridiagonal, vagy A méatrix. 6-nak sem kell pontosnak lenni...

e Ismertesse a linearis egyenletrendszerek
iterativ. megoldasanak elvét! Mit értiink
reziduum, hiba és korrekcio alatt? Milyen
szempontok merillnek fel az A matrix M
kdzelitésének megvalaszatasaval
kapcsolatban?



Jacobi-iteracio
¢§ +¢t§} — 4¢;+1 + gbg +¢J’\7f = hZQP M diagonal matrix lesz.
o5t =gt + g o5 + - 105

Példaprogram:

- A program...
- Az eredmény jellege...
$=0 - Szilkséges iteracioszam...

20 intervallum
Osszesen:
{2r-1)2 ismeretien

e rja fel a Jacobi iteracié sémajat egyenkozii
2D halon diszkretizalt Poisson-egyenlet
megoldasara.

Gauss-Seidel iteracio

i 2 gt - agB 1 gt 1 @ = 20, M A matrix lesz.

w P E To~——

ezeket mar ismerjiik a szamitasi sorrend miatt
S {lexikografikus séma)

ot = o+ o e g5 105 )

- Fele annyi iteraciot igényel
- Nem Kell 0j tomb a véltozoknak
- A hiba aszimmetrikus.

e rja fel a Gauss-Seidel-féle iteraciés
sémajat egyenkdzli 2D halén diszkretizalt
Poisson-egyenlet megoldasara.

Vonalrelaxacio
) R A
W P E T
s ezt mar ismerjiik

ezeket egyszerre hatarozzuk meg
Thomas algoritmus segitségével.

Ugyancsak tridiagonal megoldéra épiil az ADI (mas néven
operator splitting) médszer, ami ennél sokkal hatékonyabb
megoldast tesz lehetove.

Probléma:

Az eddigi modszerek csak simitanak, ezért a peremek hatasa nagyon lassan
terjed be a finom halékon. — Durvabb racsokat is hasznéini kell.

A korrekcios egyenletet kell durvabb racsra levinni, mert ezt pontatlanul
(nagyobb relativ hibéval) is megoldhatjuk.

e Miért nem gazdasagosak a Jacobi, Gauss-
Seidel és vonalrelaxaciés médszerek finom
halékon?

Multigrid médszer

Vegyiink példéul egy egyszeri egydimenziés feladatot:

ﬁ(«:ﬁr 1 26,4 d1) =,

1
2 -2 ol ): Qi-p

1
E(ﬁ‘-‘il -2¢ +c‘-‘:n+1): o

e Vezesse le az 1D Poisson-egyenlet
diszkretizalasabol addédd hibaegyenletet.
Hogyan lehet kiszamitani a reziduumokat?

Elhagyjuk az iteracids indexet: —2(5171 — 251 +5H1): 25
Ax
)
-2 0111l 32
I-1 1 I+1
AX

1 {1 1 1 1
F 551_2 _1+25 +&, 28 +£H_1+2£ 5;+1+251+2 =
ezek kiesnek 1 1
= Epi—l + 4 +5Pz+1

1 1
e (o026 +o,,) T2+ 00)

1 " testrikeids séma (2D és 3D
T\X o (5 287+, I+2) Pr  esetekben kozelits jellegii,

ezeért jeldljiik 5-val.)

e Vezesse le az 1D multigrid mddszer
esetében alkalmazand6 restrikciés sémat!
Mutassa meg a durva és a finom racson
diszkretizalt hiba egyenlet kapcsolatat!

Altalanositas 2D esetre:

O =07 O T\—-‘ -— T
Restrikcid: [ ] Prolongélas: o "o o
o =0- 0O ® —+~0+— @

1. p; restrikcidja — p;

2. & szamitasa ¥4 annyi ismeretlen meghatarozasa (és %1 annyi iteracio).
Az id6igény szinte elhanyagolhaté.

3. & prolongalasa a finom racsra (&), majd egy simitas a finom racson.

Miért ne mennénk le még durvabb racsokra?

. Reziduumok kiszamitasa a legfinomabb racson
. Reziduumok restrikciéja minden durvabb racsra
. Egyenletrendszer megoldasa a legdurvabb racson
. Minden finomabb racsra:
Korrekcié prolongalasa
Utésimitas

BwN =

e rja fel egy multigrid "V" ciklus Iépéseit!



A megoldas muiveletigénye

Sziikséges iteraciok szama 2D-ben:

p Nsor N Jacobi G-S Vonalrelax  Multigrid

3 7 49 40 20 10 13

4 15 225 160 80 40 33

5 31 961 640 320 160 59

6 63 3969 2560 1280 640 75

7 127 16129 10240 5120 2560 79

Miiveletigény / N:

[ Nsor N Jacobi G-S Vonalrelax  Multigrid

3 7 49 200 100 50 260

4 15 225 800 400 200 660

5 31 961 3200 1600 800 1180 o

8 63 3969 12800 6400 3200 15600 ‘_g

7 127 16129 51200 25600 12800 1580 E
g
=

e Hogyan né az iteraciok szikséges szama
Jacobi, Gauss-Seidel és vonalrelaxacios
modszerek esetében és hogyan valtozik
multigrid mddszer esetében? Kozelitbleg
hogyan valtozik az egy ismeretlen
meghatarozasdhoz szlikséges (szorzasi /
osztasi) mlveletek szama?

Kompresszibilis aramlasok
szamitasa
Dr. Kristof Gergely
2008.11.23.

Egyszerd példa

1D izentropikis aramlas allando keresztmetszeti csében.
PI: kompresszorok, kipufogok aramlasa.

gp_0lpy)
& &

Kontinuitas:

. ou lap
Euler-egyenlet: —t U —=———

ot ax pox

Izentrépikus egyenlet: i = P_o
A

Py és oy a referencia éllapotra adott allanddk.
Ismeretlenek p, ¢, U mint x és t fliggvényei.

o rja fel az allandé keresztmetszetii csSben
térténd, egydimenzios, izentropikus
gazaramlés alapegyenleteit!

Uj mezévaltozot vezetiink be:
.a hangsebesség

Csak egy allapotjelzot lehet megva i. Hasznaljuk allapotjelzoként az
.8 hangsebességet és ezzel kiiszbbdljiik ki -t és p-t.

Uj mezévaltozéink: u és a; mindketté m/s dimenzioju.

P _ P 2 & P e P Py oy
= a == sy==yp T =y =—p
I WPl P T
}
Inlp)+yinlp)=0 2inla)=(y - l)ln(,o)Jr[n{;/ p—‘;}
Po
d d d d,
Gl 2Z (-2
I P / a ol
i i
da_y-la da_y-la
dp 2y p dp P

e Vezesse le a hangsebesség nyomas és
s(iriség szerinti derivaltjait izentrépikus
gazaramlas esetében!

Atalakitjuk az alapegyenleteket

a_pﬁ+u6_’oﬁ+ @7_—13: 0

Kontinuitas:
ot dp ax dp ax 2 p
o ,a, 1%, m
ot ox 2 ax
a?
Euler-egyenlet: %Jﬁ(,{% P@ g =0

H—+a—=0 2

e Alakitsa at az 1D izentrépikus gazaramlas
alapegyenleteit m/s dimenziéju
mezdévaltozokra (u és a).

&a Oa y-1 ou
—tu—+—a—=0 )
or & 2 &
2%4,&“%4“7%:0 2
or & &x
M+ o a+Du +(u+a‘)£ a+Du =0
lel4 2 ax 2
e = e S
& [=3
2 3]
oe (u+ a)—a =0 C,=d¢fdt=u+a irany mentén: c=allando.
ot &x
m-@ A P dnd VR AN PRI et T
ot 2 ax 2
8 8
3] 3
—ﬁ + (u - a)—ﬁ =0 C =dx/dt=u-a irany mentén: $=allands.
ot a&x

Vezesse le a karakterisztikus iranyokat és
a Rieman-féle invariansokat!



Karakterisztikak

C, és C_karakterisztikus irdnyok, o és 8 Rieman-féle invariansok.

Ha o és g adoftak ... abbél a és u meghatarozhaté:

a—a+? Ly a2E
2 2

y-1 _a-p

=a——u U=—-

2 2 v-1

a-bol pedig meghatarozhato a tobbi allapotjelzo:

@ -1 (2]7 (2]

e Hogyan lehet meghatarozni az elsédleges
mezdévaltozdkat a Rieman-féle
invarianasok értékébdél 1D izentdrpikus
gazaramlas esetében?

Numerikus megoldas

X
a3 =0 . a3:a3+ﬂ3

B=5 2
@—xl =0.5](uy +ay )+ (13 +a3)@zl)+a(ml)
@xl = 0-5[(u3*%H(ﬂr%)@fz)w(ﬂfl)

1,, %, szamithato.

e Ismertesse a karakterisztikdk modszerét!

Peremfeltételek
Bearamlas nyitott csévégen: energiaegyenlet
2 2 2
Tos P g u a u
adottak T0:T+2_:_R P
\‘\ r 7 p
—a,u

2 2
' 1 fat+p 1 fa-p
h=—|—=| +—|—*~&
yR\ 2 2cp y-1
Vagy «, vagy § mar adott a bellilrél kifelé tarté karakterisztika alapjan.
A masik Rieman-féle invarians a fenti egyenletbél meghatarozhats
Kiaramlas: a+f

Zart cs6vég: u=0 a_ﬂ:() — a=p

y—1

e Hogyan szamithaték az 1D, izentrépikus
gazaramlas peremfeltételei a
karakterisztikdk modszerének alkalmazasa
esetén?

Problémak

« A fizikai folyamattol fliggéen a numerikus
halo eldurvulhat.

« Azonhos iranyba tartd karakterisztikak
metszhetik egymast.

e Milyen numerikus problémak meriinek fel
a karakterisztikak maodszerének
alkalmazéasaval kapcsolatban?

Véges terfogatok modszerével
Ugyancsak az elébbi csbaramlas példéjara alkalmazzuk.
Kontinuités: B_p + Bp_u =0

& x .
Allapotegyenlet:

2
Mozgasegyenlet: ap_u#fﬂ’u): 0 p=pRT

ot &
2
Energiaegyenlet: ope + 76(;”‘ e+pu) =0 e=c,T +2
ot éx 2
Formalis vektorokba au  aF
rendezhetjiik: E + a - Q
P pu 0
Us=| pu F=| pv’+p Q=0
pe pue+pu 0

e Mutassa be az 1D, izentrépikus
gazaramlast leird alapegyenleteket
konzervativ  alakban! Irja  fel a
egyenletrendszert vektoros formaban!

Masodrendii, kétiépéses Lax-Wendroff médszer:

[ i Ex|
o) o) o) o)
i,n+t
tnM

172, n+112 +1/2,n+1/2

b ﬁﬂk
i | |

in

X
1/2
e @(U:w LV, o E_oreol
7 At/ 2 Ax 2

U ismeretében szamithaté o, u, e. Pl: p=(ou)iu
Az allapotegyenlethdl szamithato p.
Meghatéarozzuk F és Q értékeit az n+1/2 idészinten.

n+ n n+l/2 /2 nH/2 /2
Uim -Us | Faje —FLG" _ Oaid +Gmid
Af Ax 2

i*1,n

2. 1épés

e [Ismertesse a masodrend, kétlépéses Lax-
Wendroff modszert!



Idében eldrehaladé6 explicit séma. Feltételesen stabilis:
Ax
A =0—— c =1
a+|

A |8késhullamok kirnyezetében erdsen oszcillal az eredmény.
Korrigalni kell a fluxusokat, vagy mesterséges viszkozitast kell alkalmazni.

Egy hasonlé modszer FLUENT-ben: density based solver + explicit
time integration. Itt csak a o értéke éllithaté be, az idélépést ebbdl szamolja.

Peremfeltételek: A peremeken alkalmazhatunk példaul karakterisztikakat.

e Milyen stabilitasi feltételt kell betartani és
milyen egyéb problémak jelentkeznek a
masodrendl, kétlépéses Lax-Wendroff
modszer alkalmazésa esetében?



