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PONTSZAM:

Toll és szamoldgép kivételével semmilyen segédeszk6z nem haszndlhato!

1.FELADAT (ELMELET, max.5pont = 5 X 1pont. Csak a tokéletesen j6 valasz ér 1 pontot)

1.1) Jeldlje egyértelmiien (pl. karikdzza be) az 6sszes helyes valasz bettijelét!
Newtoni folyadékokban a deformacidsebesség és csusztatdfesziiltség kozotti ardnyossagi tényez6 az aldbbi:

H) 2 A)Y Oy n5 6) (v p)

1.2) Jeldlje egyértelmiien (pl. karikdzza be) az 6sszes helyes valasz betlijelét!
A hidrosztatika alapegyenletének helyes alakja az aldbbi:

E) g = —gradU S) g = gradp Z) pg = gradp E) U = allando6 S) %+ U = allando

1.3) Jeldlje egyértelmiien (pl. karikdzza be) az 6sszes helyes valasz betlijelét!
,GOrblilt aramvonal adott pontjadban a nyomds a gorbiileti kbzéppontbdl normdlis iranyban kifelé haladva né.”
Ezen allitds magyarazata a(z)

T) folytonossag tételébdl vezethetd le.

E) Newton-féle viszkozitasi torvénybdl vezethetd le.

R) hidrosztatika alapegyenletébdl vezethet6 le.

E) Euler-egyenletbdl vezethetd le.

M) Bernoulli-egyenletbél vezethet? le.

1.4) Jelolje egyértelmiien (pl. karikazza be) az 6sszes helyes valasz betiijelét!
A ps 6ssznyomas, pstat Statikus nyomas és pdin dinamikus nyomads kozott az aldbbi 6sszefliggés(ek) helyes(ek):

U) ps=Pstat—Pdin F) ps=pstat + Pdin L) ps=pdin—Pstat A) pstat=ps—Pdin  T) Pdin=Ps—Pstat

1.5) Jeldlje egyértelmiien (pl. karikdzza be) az 6sszes helyes valasz bettijelét!

T) A folytonossag tétel dltalanos alakjaban a p str(iség lokalis megvaltozasanak térfogati integralja szerepel.
I) A kontinuitas tétel altalanos alakjaban nem szerepel a p nyomas.

K) A folytonossag tétel altalanos alakjaban a v sebesség lokalis megvaltozasanak térfogati integralja szerepel.
L) A kontinuitas tételének p=allandd esetre vonatkozé egyszerisitett alakja: divv = 0.

A) A folytonossag tételének stacioner allapotra vonatkozé egyszer(sitett alakja: div(pv) = 0.

1.6) +1 plusz pontért: A fenti j6 megolddsok betliit egymads utan irva egy mai sziiletésnapost kapunk:

ﬁ OZSEF ATTILA (1905.04.11.-1937.12.03.)
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2.FELADAT (10pont)
Az alabbi dbran oldalnézeti metszetben lathaté vékony siklapot x irdnyban huzzuk a két all6 fal kozotti résben. A siklap
feletti és alatti vékony résméret allandé S=0,1mm érték(. Az Aress=Aaso=1m? méretl, négyzet (Imx1m) alakd, W=3mm
vastagsagl merev, elhanyagolhatd témeg( siklap allandd v«=5m/s sebességgel mozog. A két parhuzamos all6 fallal
hatarolt teret allando pvi,=1000kg/m? s(ir(iség(i és .,=0,001kg/(m-s) viszkozitasu viz tolt ki.

o \\\ NrMmm \3?5353% \\\\\\

L=1m AaLso=1m?

FELTETELEK: linedris sebességprofil a résben; newtoni folyadék; a siklap felsé és alsé feliiletei és a falak kdzotti résben
ébredd viszkdzus veszteségen kivil minden mas veszteséget hanyagoljon el.
KERDESEK: A)Szamitsa ki a siklap és all6 fal kdzotti résben ébredd csusztatéfesziiltség értékét! 1=?
B)Szamitsa ki, mekkora vontaté erd és vontatasi teljesitmény szlikséges ehhez az allapothoz! Fx=?, Pyont="
C)Mekkora lenne a siklap mozgdsi sebessége ugyanekkora vontatasi teljesitmény esetén, ha nem viz, hanem
0laj (Pol:j=800kg/m?3, v 015=1,25-10"> m?/s) téltené ki a rést? Valaszat indokolja! vi=?

MEGOLDAS (A lap tuloldaldn is folytathatja a megoldast)

A)
A T csuUsztatéfesziiltség kiszamithatd Newton viszkozitdsi torvénye alapjan:
m
aV Vx_Vfal kg 5?_0?
= i, —— = 0,001 : =50P
TERY SR G = i g m-s 0,0001m “

B)
Az F, vontatd er6 az alsé és a felsé résben ébredé surlodd eré 6sszegével egyenld, amely a csusztatdfesziltség alapjan:
F, =7 (Aa1s6 + Apgprss) = 50Pa - (Im? + 1m?) = 100N
A P,ont VOntatdsi teljesitmény ezzel:
m
Pyont = B vy = 100N - 5? =500W
9
A P, vontatasi teljesitmény kifejezés a sebesség négyzetével (P~v2) és a dinamikai viszkozitassal (P~u) egyenesen
aranyos:
vy,—0 p- (Apso + AreLss)
Pyont = Fy vy = T (ApLso + Arprse) Ve = K s (AaLso T ArgLso) " Vx = 5 a7
Az olaj dinamikai viszkozitdsa a megadott s(ir(iség és kinematikai viszkozitds ismeretében szdmithaté:
2 k k

= - = 1075 . 800—2 = 0,01 —2

Holaj = Volaj * Polaj = 1,25-10 S m3 " m-s

A vontatasi sebességet kifejezve, majd adatok behelyettesitése utdn kapjuk az olaj esetére a vontatasi sebességet:

2 Poont * S 2 500W - 0,0001m m
onlaj = (A A = k = 11581_
Hotaj " (AaLso + AreLs6) 0,01 m_gs (1m? + 1m?) S
Masik lehetséges megoldas: Mivel azonos vontatasi teljesitmény all rendelkezésre viz és olaj esetére is, igy irhato:
_ Mviz " (Aarso + Apprss)  ,  Hotaj - (AaLso + Arerss)  ,
onnt,m’z = S "Vyviz = S "Vyolaj = onnt,olaj

- _ I
Hviz " Vxviz = Holaj " Vxolaj

2| Myiz

m 0,001
S

Vxolaj = Vxpiz

Holaj 001 —5—
Tm




ARAMLASTAN I. FAKZH (2023-2024-II. FELEV, 2024 TAVASZ) 2024.04.11. CSUT 18:15H-19:45H (90 PERC) TEREM: K155

3.FELADAT (10pont)

Az 4bran lathatd hélégfuvo dramcsének tekinthetd: csak az A;=90cm? t
belép8 és az A,=30cm? kilép8 keresztmetszetén nyitott. Stacioner
aramlasi allapotban a kidramlé levegé 4tlagsebessége ismert:
v2=9m/s. A hélégfavdban Iévé flitGszal a beszivott kornyezeti t;=17°C
leveg6t t,=75°C-ra f(iti fel.
FELTETELEK: stacioner a&llapot, a s(rlség kiszdmitasanak
szempontjabdl a nyomas mindenhol po=10°Pa értékd.
ADATOK: R=287 J/(kgK)
KERDESEK: A) Hatdrozza meg a hélégfuvo be- ill. kilépd keresztmetszeteiben a térfogataramokat,
B) a belépd levegs atlagsebességét,
C) és a hélégfavon ataramlé levegd tomegaramat!

futészal

MEGOLDAS (A lap tuloldaldn is folytathatja a megoldast)
A folytonossag tétele valtozd slir(iségli kozeg stacioner dramlasara. A qm [kg/s] tomegaram allandd, igy megegyezik a
belépd és kiléps keresztmetszetekben:
qm = allandé
qm,l = qm,Z
P1 V1 Ay =py Va4
P1 Aqv,a = P2 qy,2
A mellékelt dbra szerint az ,1” keresztmetszeten (A;1=90cm?) bedramlé kdrnyezeti hideg (17°C) levegd a hélégfuvo
flitészalain felmelegedve (75°C) a ,,2” A,=30cm? (harmad akkora) keresztmetszeten dramlik ki. Ez egy dramcs8, mas be-
vagy kidramlds nincs. A qm[kg/s] tdmegéram allandd, a qu[m?/s] térfogatdram viszont nem, mivel az dramlasi sebesség
a h6meérséklet- és a keresztmetszet-valtozads miatt is valtozik. A be- ill. kidramlo leveg@ sir(isége p; = p, = py =
10°Pa feltétellel szamithato:

__p_ 100000 ... kg
L= R, T 287 -273+17) m3
100000 k

py = 2 — 1,001242 -2

R-T, 287-(273+75) m3

A keresztmetszetek pedig ismertek:
A; =90cm? = 0,009m?; A, = 30cm? = 0,003m?;
Kilépd keresztmetszetben a sebesség ismert: v, = 9 %
3
Kilépd keresztmetszetben a térfogatéram: qy, = v,4; = 9%- 0,003m? = 0,027mT

3
Gmz2 = P2 " qv2 = 1,001242kg/m3 - 0,027m7 = 0,027033522%‘9
Mivel a tomegaram alandd, igy azonos a belépé és kilépd keresztmetszetben (g, = qm1 = Gm,2)- Ezzel kapjuk:

A tdmegaram:

o ) ) Gm _ 0027033522%¢ m3
Belépd keresztmetszetben a térfogatdram: qy ; = by 1201290kg/m3 — 0,02257
m3
Belépd keresztmetszetben a sebesség: = i 01022572 =252
Aq 0,009m o N
Kerekités nélkil a belép6 sebesség: v, = P2Velz vy R,',Tf Az o v, b _g.2%0.30 25=
p1Ay wr A T, A 348 90 s
Osszefoglalva:
»1” (belépés) »2” (kilépés)
Nyomas p [Pa] 100000 100000
Hémérséklet t[°C] 17 75
Hémeérséklet T [K] 290 348
Sirliség p [kg/m3] 1,201490 1,001242
Sebesség v [m/s] 2,5 9
Keresztmetszet | A [m?] 0,009 0,003
Térfogataram | qu[m3/s] 0,0225 0,0270
Tomegaram dmlkg/s] 0,027033522 0,027033522
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4.FELADAT (10pont)
Egy L=20m hosszd, H=5m magas, felil Y *

« /T nyugalmi (a=0)

nyitott po=10°Pa nyomdsra nyitott Po z folyadékfelszinek

tartalykocsiba h.;=3m magassagig vizet
(pviz=1000kg/m3), majd folé hop=1m
(Pol2j=800kg/m3)  olajat  toltlink. A
nyugalmi folyadékfelszinek vizszintesek. H
FELTETELEK: idedlis kdzeg, nem
kevered6 folyadékok. (Az abra nem
méretaranyos.)

ADATOK: g=10N/kg

KERDESEK: \J

A) Mekkora gyorsulassal kell mozgatni a ‘ .
tartalykocsit vizszintes x irdnyban, L/Z
L e, - >
hogy abbdl minden olaj kifolyjon és 1=20m
csak viz maradjon? a="?
B) Rajzolja be az abraba az A) kérdésben kiszamolt gyorsuldssal mozgo tartalykocsi esetén a gyorsulé folyadékfelszin
alakjat és a nyomasgradiens vektort!

C) Szamolja ki az A) kérdésben kiszamolt gyorsulassal mozgo tartalykocsi esetén az ,A” pontbeli tulnyomast, illetve a
,B” és,,C” pontok kdzotti nyomaskilonbséget!

MEGOLDAS (A lap tuloldaldn is folytathatja a megoldast)
Rovid megoldas:

am_ N _m

. , a , VA
A) Mivel a felszin nletez = ——:-x, ezérta™ = —=—- = ——":
) el a felszin egyenlete , ezért P 'y ~om P =

g
B) lasd abra
C) A (pa-po) tllnyomas: (py — po) = p - gg * (zr — z4) = 100010 - (2 — (—3)) =1000-10-5 = 50000Pa
A (ps-pc) nyomaskilonbség: (pg —pc) = p-a*™ - (zo —zg) = 1000 - 2 - (10 — (0)) =1000-2-10 = 20000Pa

Részletes megoldas:
A)Nehézségi és tehetetlenségi erétér esetén az eredd erdter térerésségvektora g, = g4 + g; , és eredd

potencialfuggvénye U, = U, + U, ,azazU, = g4 -z + a - x . Ha a kocsit elkezdjik x irdnyban gyorsitani jobbra (lasd
abra), akkor a gyorsulé folyadék felszin egyenlete:

z = L. x

9g

Fenti azt jelenti, hogy jobbra gyorsitva a tartalyt (a pozitiv értéke esetén) a felszin az (x,z) koordinatarendszerben egy
negativ meredekségl egyenes, amely a nyugalmi vizszinthez képest az L/2 félhosszbeli folyadékfelszin kozéppont koril
fordul el. Ez a helyben maradd pont legyen az (x,z) koordinatarendszer 0(xo,zo0) kozéppontja, ahol xo=0m, zo=0m. Mivel
elegendGen nagy gyorsulds esetén az olaj majd kifolyik, az olajréteg vastagsaga csokken, igy célszer( a viz és olaj
folyadékfelszin hatarra felvenni 0(xo,z0) pontot. A gyorsulas novelésével addig nem folyik ki még olaj, amig a baloldalon
felfelé H*=H-(hyi;+ho;)=5m-(3m+1m)=5m-4m=1m-t nem emelkedik az olaj (a jobboldalon pedig azonos mértékben 1
métert nem sillyed). Az olaj akkor kezd el kifolyni a tartalybdl, amikor az a gyorsulas pont meghaladja azt a
hatarértéket (a*-gal jeldlve), amikor az olaj felszine eléri tartalykocsi baloldali fal felsé , T” pontjat. Ennél nagyobb
gyorsulasra az olaj atbukik a ,, T” ponton és balra tdvozik a tartdlybdl. Minél nagyobb az a gyorsulds, annal tobb olaj tud
kifolyni az elfordulé folyadékfelszin miatt. Amikor a gyorsulds eléri az a* hatdrértéket, az olajfelszin eléria , T” pontot
(eredeti nyugalmi olajszintr6l H*=1 méter emelkedve). Ezutdn, ahogy né a gyorsulas, a kifolyd olajmennyiség miatt
egyre kevesebb olajréteg marad a viz felett. Elérve az a** gyorsuldst, csak viz marad a tartdlykocsiban, olaj nincs, mert
mind kifolyt. Ezt az dllapotot mutatja piros vonallal jeldlt vizfelszinnel a fenti és az alabbi jobb szélsé dbra.

O<a<a* a=a* a*<ag<a** a=a**
Ha a gyorsulas eléri azt a hatarértéket (jeldlje ezt a**), amikor a vizfelszin eléri a ,T” pontot (eredeti nyugalmi
vizszintrél indulva H**=H-h,;=5m-3m=2m-t emelkedve), akkor mar egy csepp olaj sincs a tartalyban, mind kifolyt. Ez a

4
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a** gyorsulas érték a kérdés. Az O(xo,z0) ponthoz képest ekkor , T” pont koordinatdi az : zr=H**=2m és xr=-10m. A
felszin egyenletébe helyettesitve és rendezve kapjuk a keresett gyorsuldst:
g P __2m N _.m
T xr 99 = " Hom kg *s2
B)A folyadékfelszin alakja: lasd dbra piros vonal a** esetén. A gradp nyomdsgradiens vektor parhuzamos az eredd
erGtér térerGsségvektoraval és egyben merdleges a folyadékfelszinre.

C)Hidrosztatika alapegyenlete
P + U = allando
p
Az a** gyorsuldssal mozgo tartalykocsihoz rogzitett (x,z) relativ koordinatarendszert alkalmazunk. Ekkor mar csak viz
van a tartalyban. Az ,,A” pont (pa-po) tulnyomasanak meghatarozasahoz legcélszer(ibb egy, az ,,A” pont ,folotti”, a
vizfelszinen évd, ismert po nyomasu pontot valasztani, hogy csak az egyik (most a gg vektorral jellemzett nehézségi)
erGtér mentén valé elmozduldst (azaz fligg6leges vizoszlop hidrosztatikai nyomasabdl adddo tulnyomast) kelljen
figyelembe venni. Ezt a pontot jeldli a ,T” az dbrdn. A hidrosztatika alapegyenlete ,A” és , T” pontra:
ba pr
—+ UA =—+ UT
p p
Az er6tér potencidlnak az ,A” és a , T” pontbeli értéke az (x,z) koordinatarendszerben, g, nehézségi erGtér és a**

gyorsulas esetén:
Up=9g 24+ a™ x4
Ur=gg-zr+a” xg
Ezetek behelyettesitve a hidrosztatika alapegyenletébe kapjuk:
(g k) = (g )
Mivel ugy vettiik fel a ,, T” pontot, hogy ,A” pont ,felett” helyezkedjen el, igy x koordinatdjuk azonos, x4 = x1 =
—10m, ezért a tehetetlenségi erGtéri potencialt kifejezé tag (U, = a** - x1) azonos, fenti egyenletbdl kiesik, marad:
Pay o, SPT L,
p 9 AT p tI9T
Az ,,A” pont keresett (pa-po) tulnyomdasara rendezve kapjuk:
kg
m3
A ,B” és,,C” pontok (ps-pc) nyomaskiilonbségének meghatarozasahoz fentiekhez hasonldan jarhatunk el, mivel ismert
a ,,B” pont feletti vizoszlop 3m magassaga egy képzeletbeli vizfelszini B’ pontig (ez egyébként az origd), és ismert a ,,C”
feletti vizoszlop 1m magassaga is egy képzeletbeli C folotti C’ vizfelszini pont kdzott. Mindegyik pont x és z koordinatdja
ismert, ezzel kiilon a pontokban a tulnyomasok, majd a (ps-pc) nyomaskilonbség meghatarozhato.
(pg—po) =p gy (zg —zp) = 1000%- 10%- (0m — (=3m)) = 1000 - 10 - 3m = 30000Pa

(Pc—po) =p-9g (2cr —2¢) = 1000%- 10%- (—2m — (-3m)) = 1000 - 10 - 1m = 10000Pa
(pg —pc) = 30000Pa — 10000Pa = 20000Pa
Meghatadrozhatjuk a (ps-pc) nyomaskilonbséget a,,B” és ,,C” pontokra felirt a hidrosztatika alapegyenletébdl is.
B 4 gy =2
p?B"‘(gg ‘zg+a” - xp) =%+ (9g " 2c +a™ + xc)
Mivel ,B” és,,C” pontok azonos (zg = z. = —3m) magassdgban helyezkednek el, igy most nem a tehetetlenségi,

hanem a nehézségi er6téri potencialt kifejezd tag (U, = g4 - z) esik ki fenti egyenletbdl.

Ps - Pc -
—+@ rxgp)=—+(@" -x
) ( B) ) ( c)

N
(pa—Po) =p - gy (zr — z4) = 1000 10@- (2m — (=3m)) = 1000 - 10 - 5m = 50000Pa

Ezt a keresett (ps-pc) nyomaskiilonbségre rendezve természetesen ugyanakkora értéket kapunk.

k m
g 25—2- (10m — (0m)) = 1000 - 2 - 10m = 20000Pa

(g —pc) =p-a™ - (zc —2zp) = 1000—3-
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5.FELADAT (10pont)+(5pont) Po

Egy felll po=1bar légkori nyomasra nyitott,
H=20m szintig vizzel t6ltott tartalyhoz alul két - l—g Ia
kiilonb6z6 4tmér6jl, azonos hosszusagu, | — —

vizszintes tengelyl cs6szakasz csatlakozik. A P
csévégen lévs gdmbcsap teljesen nyitottapo | — ] ad, /@ @d,

nyomdasu szabadra. FELTETELEK: stacioner | ¥ — “\—F e S ;a\l>

aramldsi allapot; idedlis kozeg; Awray>>Acss; az | — — A »
atmeneti idomok és a gdmbcsap hosszusaga \/L L L,
elhanyagolhatd; A gdmbcsap be- és kidramldsi >\<

keresztmetszete azonos a csatlakozé cs6ével.

(Az dbra nem méretaranyos.)

ADATOK: po=10°Pa; p=1000kg/m3; d1=100mm; d,=50mm; g=10N/kg; L1=10m; L,=10m; [x=7,5m

KERDESEK:

A) Szamitsa ki az ,,A” pontbeli aramldsi sebességet, a statikus nyomast és a dinamikus nyomast!

B) +5 PONTERT!) Az ,,A” pont kiszamolt statikus nyomdasa megné vagy lecsdkken, ha a masodik (L;) csévezetékszakaszt
fliggblegesen lefelé forditva szereljik fel? (minden egyéb adat azonos) Valaszat szamitdssal indokolja!

MEGOLDAS (A lap tuloldaldn is folytathatja a megoldast)
A)
Mivel az ,,A” pontban sem a nyomdast sem a sebességet nem ismerjlk, ezért el6szor kiszamoljuk a cs6végi kidramlasi
sebességet, majd a folytonossagot alkalmazva az ,,A” keresztmetszetre a sebesség atszamithato.
A tartaly folyadékfelszin egy pontja (,,1”) és a kidaramlasi keresztmetszetben felvett (,,2”) pont kbzotti aramvonalon
felirva a Bernoulli-egyenlet megadott feltételeknek megfeleld alakjat:
py + EV% +pgzy =p2 + §V§ +pgz;
Mivel p; = p, = py, igy a csévégi kidramlasi sebesség:
vy =/2gH =~2-10-20 = V400 = 20m/s
A folytonossag tételét a kilépési ,,2” és az ,A” pont kozott felirva kapjuk az ,,A” pontbeli dramlasi sebességet:

A, d,\* 50 \? 1
VA:VZ'A—A=V2'<d—) =20<m) =ZOZ=5m/s
1

Az ,A” pont statikus nyomasa pl. az ,,A” pont és a ,,2” pont kozotti dramvonalra felirt Bernoulli-egyenletbél szamithato:

p p
Pa+ VA +pgzs =y +5V5 +pgz,

2 2
Fentit za=z, felhaszndlasaval az ,A” pontbeli keresett pa statikus nyomadsra rendezve kapjuk:
P, P, 1000 _ ., 1000 _,
Pa =Do+ EVZ - EVA = 100000 +TZO —TS = 287500Pa

Az ,A” pontbeli statikus nyomast pl. a tartdly folyadékfelszin és az ,,A” pont kdz6tti dramvonalra felirt Bernoulli-
egyenletbdl is megkaphatjuk:

p p
p1 + EV% +pgz; =pa + EVAZ +pgza

Fentit H=z;-za és v1=0 felhasznalasaval az ,,A” pon keresett pa statikus nyomasara rendezve kapjuk:

P, 1000 _,
Pa = Po +pgH 3 v = 100000 + 1000 10 10 — ——5? = 287500Pa

Az ,,A” pont dinamikus nyomasa ezzel kiszamolhato:
Padin = 5Vi = ——5° = 12500Pa
B)
A cs6vég (kilépd keresztmetszet ,2” pont) ekkor L,=10m-rel lejjebb keriil, ezért a kidramldsi sebesség megn6:
v,' =/2g(H + Ly) =/2-10- (20 + 10) = V600 = 24,495m/s
A kontinuitas miatt igy az ,,A” keresztmetszetben is megné a sebesség (v, < v,’) és igy a dinamikus nyomas is
(Paain < Paain’), tehdt az A" pontbeli statikus nyomas lecsokken (ps > pj).

vy 2oy <d2)2 = 24,495 (50)2—6124
Va = V2 AA—Vz a,) ~ T00) = © m/s
, p ., 1000 __
Padin =5V = 76,124 = 18750Pa

ph = po + pgH — gvj, = 100000 + 1000 - 10 - 10 — 18750 = 281250Pa
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