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7.1. Harmonikus analizis, hangspektrum

Elsé Iépésben arra a kérdésre keressiink valaszt, mire alkalmazhat6é a harmonikus analizis, miért fontos a
hangszinkép az akusztikaban és a mérnoki gyakorlatban. A hangtér tetszéleges pontjaban a hangtéri valtozok
id6fuggvényei (p'(t), V'(t), ...) @ pontra vonatkoz6 Osszes alapvetd informaciét tartalmazzak. Ennek ellenére
szamos esetben Iényegesen eltéré hangterek kozott, kdzvetlenll az idéflggvényeik 6sszehasonlitasaval alig
lehet kuldnbséget tenni. A kovetkez6 abrén a bal oldali diagram egy lanctalpas foldmunkagéptél 50 m tavol
kialakul6 hangtér hangnyomas-id6 fuggvényét mutatja, a jobb oldalon egy kamarazenekar eléadasan rogzitett
adatok lathatéak. A diagramokon az id6 és hangnyomas skalak |éptékei ugyanazok. Szemrevételezés alapjan
a két hangnyomas-ido figgvény kozott érdemi kilonbség nincs, evvel szemben a hangforrasok, a hang jellege,
szubjektiv hatasa kdzott Iényeges kiildnbség van. Kis tulzassal ugy is fogalmazhatunk, hogy a hang, mint fizikai
jelenség kivételével az erds dizelmotor és a csikorgd lanctalpak kellemetlen zaja, illetve a hangszeres zene altal
keltett hangzas kozott semmilyen k6zds kapcsolddasi pont nincs. Az idéfliggvény annak ellenére, hogy a
hangtérrél igen sok informaciot tartalmaz, kozvetlen elemzésre, hangjelenségek vizsgalatara, tervezésére a
muszaki gyakorlat szempontjabol csak korlatozott jelentéséggel bir.
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Hangnyomas az idg fliggvényében egy féldmunkagéptél 50 m tavol (bal oldal) és egy kamarazenekar
eléadasan (jobb oldal)

Emiatt sziikség van egy olyan modszerre, amely az id6fliggvényben rejtéz6 informaciot egyértelmd, vilagos
formaban tarja fel. Kiindulva abbdl a ténybél, hogy egy adott pontban a hangtéri valtozok idéfliggvényét
egyensulyi érték korlli (periodikus, vagy nem periodikus) ingadozas jellemezi, igéretesnek tlinik egy olyan
kénnyen kezelhetd, egyszer(i matematikai alapfiiggvényt keresni, amellyel kdzépérték kortli ingadozas irhat6
le. Sejthetd, hogy a hang keletkezése, terjedése, elhalasa és érzékelése soran a hosszu ciklusok masként
viselkednek, mint a rovidek. igy az eredeti fiiggvényt killsnbdzd ciklust periodikus elemekre bontva varhatéan
hozzaférhetdk lesznek a korabban hiényolt informéciok és elemzési lehetéségek. A matematikaban szamos
periodikus flggvény ismert, de az esetlinkben kit(izott cél figyelembevételével a tilnyomé tobbséggel valami
gond van (nem analitikus, szakadasa van, ...). A szinusz és koszinusz fliggvények viszont minden el6zé
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feltételnek megfelelnek. Tovabb ndveli a szinusz és koszinusz fliggvények alkalmassagat, a harmonikus
rezgések és -hulldmok akusztikaban betoltott fontos szerepe. Példaul véges méretli rugalmas testek szabad
rezgései harmonikus rezgések, illetve ezek Osszetétele, tovabba ezek a harmonikus rezgések harmonikus
hullamokat sugéroznak le. Osszefoglalva, a probléma megoldasa érdekében ésszeriinek tlinik az eredeti
hangtéri valtozé idé fuggveényt, kilonb6zé periddus idej, amplitudoju és kezdbfazisu harmonikus dsszetevikre
bontani. A kdvetkez6 abra egy ilyen felbontas grafikonjait mutatja jelképesen.
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|défliggvény felbontasa harmonikus 6sszetevikre

A szinusz és koszinusz periodikus fluggvények, igy a teljes idéfliggvényeik sok felesleges informéaciot
tartalmaznak. Egy tetszéleges idéfliggvény eléallitasahoz éppen elegendd a szikséges szamu harmonikus
osszetevd amplitidd és kezdéfazis adatait ismerni a frekvencia fliggvényében. (Ez az adat tdmorités a
harmonikus komponensekre bontas tovabbi elénye, amelynek az akusztikai jelek vizsgalatanal kevesebb, az
adatatvitelben viszont nagy jelentésége van.) A frekvencia-amplitidé és frekvencia-kezdéfazis fliggvényeket,
az adott id6 flggvény amplitidd- és fazisspektrumanak (szinképének) nevezziik. Az amplitudo- és
fazisspektrum egyitt azonositanak egy id6 fliggvényt. A pontos matematikai meghatérozast a kovetkez6
részben mutatjuk meg. Gépészeti zajvédelemmel kapcsolatos problémak megoldasahoz sokszor elegendd az
amplitadéspektrum ismerete. A fazisspektrum hasznalata gépészeti hibadiagnosztikaban szokasos.
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Hangnyomés amplitudd spektrum a szogfrekvencia fliggvényében egy foldmunkagéptdl 50 m tavol (bal
oldalon) és egy kamarazenekar eléadasan (jobb oldalon)

Visszatérve a kiindul6 felvetéshez (foldmunkagép és kamarazenekar hangterek 6sszehasonitasa), az abra a
foldmunkagéptdl 50 m tavol és a kamarazenekar eléadasan felvett id6fliggvények amplitudéspekirumat mutatja.
Az &bra bal oldalan, a foldmunkagép szélessavu spektruma zorej hangra utal. A szélessavu spektrum, nagy
frekvencia tartomanyban nagy amplitidéju dsszetevék folytonos megoszlasa (Id.: az abra bal oldalan a ,domb”
amibdl a ,tiskék” kindnek). A kis frekvencian kimutatott nagy amplitudoju 6sszetevéket a dizelmotor hozza létre
(fordulatszammal aranyos rezgések és kipufogas). A spektrumbol kiolvashat6 pontos frekvencia és amplitidé
érték fontos alapadat példaul a motor flistgaz kipufogd hangtompité megtervezéséhez. Nagyobb frekvencian a
rendszertelen kiugré dsszetevok sorozata a csikorgd lanctalp kellemetlen nagy frekvencias zaja. Az abra jobb
oldali részén keskenysavu dsszeteviket tartalmazd spektrum lathatd, a szélessavu 0sszetevé amplitiddja kicsi.
A keskenysavu spektrum dsszetevd, kis frekvencia tartomanyban nagy amplitudoju spektrum elemekbdl allo
megoszlas (Id.: az abra jobb oldaldn a kiemelkedd cslcsok). (A vonalas spektrum, egy vagy tdbb nagy
amplitudoju, diszkrét (elkilonitett, egyedi) elembdl all6 megoszlas. Vonalas spektrumot hoz létre példaul az
elektromos transzformator. Vonalas spektrum el6forduldsa mechanikai hangkeltés esetén ritka.) A kis alapzajbol
kiemelkedd nagy amplitudoju Osszetevék jelenléte valamilyen mechanikus, aramlési eredetli rezonans
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hangkeltésre utal. Ha szamszeriien vizsgaljuk a spektrum 0sszetevéket, hamar kiderul, hogy zenei hangrél van
sz6. Az egymas utan megszélald hangok frekvenciaja alapjan az eléadas hangfekvése, a frekvenciak viszonya
alapjan a darab hangneme, illetve egy hangszer sz6l6 elhangzasa alapjan a felharmonikus odsszetevok
jellegébdl kis szerencsével még a megszolald hangszerek fajtaja (fafivos vagy rézfuvos, ...) is
kikovetkeztethetd. Az emlitett két eset és az elemzési szempontok csak kiragadott példak, a harmonikus analizis
hasznalata a hangtani, illetve altaldban a mérnoki gyakorlatban (rezgéstan, optika, ...) szamos tovabbi elénnyel
jar. Jelezzlik, hogy a hang keltése, terjedése szilard kozeg hataran, csillapodasa és érzékelése (szubjektiv és
miszeres) egyarant frekvencia fiiggé.

Tetszbleges, periodikus idéfliggvény harmonikus Osszetevéit a fliggvény Fourier-soraval kaphatjuk meg.
Tetszbleges, nem periodikus (aperiodikus) id6fuggvény harmonikus Osszetevbinek meghatarozésahoz a
Fourier-integralt hasznaljuk. A periodikus fliggvények spekiruma altalanos esetben végtelen szamu diszkrét
osszetevét tartalmaz, a nem periodikus flggvények spektruma folytonos megoszlasu.

7.2. Harmonikus analizis a méréstechnikai gyakorlatban

A mai méréstechnikai gyakorlatban az idéfliggvény spektrumat rendszerint digitalis jelfeldolgozassal hatarozzuk
meg. A digitalis jelfeldolgozas els6 lépése a digitalis mintavételezés, amely soran egy speciélis elektronikai
egység (adatgydijtd) a vizsgalt idében valtozé elektromos jelet (pl.: egy mikrofon kimend jelét) idében egymas
utan nagyon gyorsan és sokszor megmeéri, és a mert értékeket eltarolja. A digitalis mintasorozatbdl a digitalis
spektrum az el6zé részben emlitett elméleti hattér alapjan kidolgozott numerikus DFT (Discrete Fourier
Transform), illetve ennek gyorsitott valtozataval FFT (Fast Fourier Transform) algoritmussal hatarozhaté meg.
A harmonikus analizis numerikus alapmaveleteibél (DFT, FFT) kiindulva szamos tovabbi jelfeldolgozasi
maodszer ismert. Az STFT (Short Time Fourier Transform), order tracking, és envelop detection modszereket a
gépészmérnoki gyakorlat vonatkozasaban a gépészeti zaj- és rezgesvédelem, illetve hiba diagnosztika
terlileteken alkalmazzuk. Alkalmazasi elényei miatt a harmonikus analizist mar joval a numerikus jelfeldolgozas
térhoditasa elétt is széles kdrben hasznaltak az akusztikaban. Ebben az idészakban az id6fliggvény harmonikus
komponensekre bontasat savatereszté szlirésorozattal végezték el. A savateresztd sz(ird az adott jelet (J) csak
meghatarozott alsé és felsd hatarfrekvencia kdzott engedi at, ezen a tartomanyon kivil nem. A kvetkezd abra
egy elméleti sz(ird karakterisztikat mutat a frekvencia fiiggvényében.
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Elméleti sziir6 jelleggdrbe (atmend jel nagysag a frekvencia fliggvényében)

Ha ilyen sziirékbdl a teljes vizsgalt frekvencia tartomanyon ugy épitlink sorozatot, hogy két szomszédos sz(ir6
kézil az alsd sz(ird felsé hatarértéke megegyezik a felette elhelyezkedd sz(ird also hatarértékével, akkor a
sziir6ket egyenként beiktatva az id6fliggvény savos spektrumat kapjuk. A spektrum felbontasat az alkalmazott
sz(iré savszélessége hatadrozza meg. A savatereszté szlirket a felsd és alsé frekvencia hatarértékek viszonya
alapjan allando abszolut és allandd relativ savszélességl kategoriakba soroljuk.

Allandé abszolut savszélesség esetén: friss — faiss = all.

Allando relativ savszélesség esetén: 2% = 4jl,

alsé

Allandé abszolit savszélesség esetén a frekvenciafelbontas ertéke tetszoleges lehet, kitiintetett értek az
egységnyi frekvencia (amplitudé- és teljesitmény spektrum siirliség). Allando relativ sévszélességnél gyakran
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hasznalt felbontas az oktavsav és a tercsav (harmad-oktavsav), de ismertek tovabbi tort oktavsavos felbontasok
is.

Az oktavsavot meghatarozd hatarfrekvenciak és a kozépfrekvencia (az also és felsé hatarértékek mértani
atlaga),

foktf =2 fokta forer = \/foktafokt = \/Efokta = foktf/‘/7
Szabvanyos oktavsav kozépfrekvenciak pl.,a ... 31,5 63 125 250 500 1k 2k 4k 8k 16k ... [Hz].

Az oktavsavos felbontas elénye, hogy a teljes hallhaté frekvencia tartomanyt 10 értékkel lefedi. Ez néhany
spektrum esetén még kézzel is feliegyezheté mennyiségli adat. Hatrany viszont, hogy 500Hz-t6l felfelé a
felbontas savszélessége kHz-es nagysagrend(, ami bizonyos esetekben (nagy frekvencian megjelend vonalas
spektrum 0sszetevé jelenléte esetén) az alkalmazhatdsagot er6sen korlatozza. A problémat részben orvosolja
az oktadvsav mértani haladvany szerinti 3 egyenlé részre bontasa, a tercsav bevezetése.

A tercsavot meghatarozd hatarfrekvenciak és a kdzépfrekvencia,

ftercf = i/ifterca frerck = \/fterca ftercf = wfterca = ftercf/w
Szabvanyos tercsav kozépfrekvencidk pl.,a ... 31,5 40 50 63 80 100 125 160 200 ... [Hz).

Az FFT kozvetlen szamitasi eredménye allandd abszolit savszélességl felbontas, alkalmazédsa manapsag
teliesen altalanossa valt. Megfeleléen keskeny abszolut savszélességii felbontasbol elballithatd oktav- illetve
tercsavos spektrum, forditva, féleg a magasabb frekvencia tartomanyokban nem. Ennek ellenére az oktav- és
tercsavos felbontas jelentbsége toretlen. A szabvanyok ilyen felbontasban adjék meg a zajok mindsitésére
szolgald sulyozo értékeket, a szakkdnyvek az akusztikai tervezési adatokat (hangelnyelési tényezd, hanggatlas,
...) szintén oktav- (esetleg tercsav) kozépfrekvenciak fliggvényében kozlik. Tovabba a mliszaki gyakorlatban
eléforduld mechanikus berendezések (pl.: belséégésii motor, ventilator) spektruma kis frekvencia tartomanyban
erésen tagolt, nagyobb frekvenciakon inkabb egyenletes, igy ezek vizsgalatanal az alland6 relativ
savszélességi felbontas hasznalata, ha a kisebb adatmennyiség szempont, akar elényos is lehet. Ezért az
analizatorok, jelfeldolgozé szoftverek szamos mas lehetdség mellett altalaban az oktav- és tercsavos felbontast
is tartalmazzak.

7.3. Hangok csoportositasa a spektrum alapjan

Egyféle csoportositas szerint a kilonbzé hangokat a spektrum alapjan tisztahang, zenei hang és z6rej hang
kategdriakba sorolhatjuk.

Tisztahang: Egyetlen w szogfrekvenciaju harmonikus 6sszetevébél allo hanghullam. A tisztahang spektruma
egy flggbleges szakasz w szogfrekvencian (Id. abra bal oldali része). Szubjektiv megfigyelés alapjan a tiszta
hang fiitytld, bugo jelleg.

Zenei hang: Tisztahangok kellemes egyitt hangzast (konszonanciat) létesitd dsszetétele. Két tiszta hang
egylttes megszdlaldsa szubjektiv megitélés szerint akkor kellemes, ha a hangfrekvenciak aranya
meghatarozott értékekkel egyenld. A zenei akusztikdban a kellemes egyutthangzas josaganak megitélésére
négy kategoriat (abszolut-, teljes-, kdzepes- és tokéletlen konszonanciak) vezettek be,

Abszolut konszonancia: oktav (2:1), duodecim (3:1)
Teljes konszonancia: kvart (4:3), kvint (3:2)

Kbzepes konszonancia: nagy terc (5:4), nagy szext (5:3)
Tokéletlen konszonancia: kis terc (6:5), kis szext (8:5)
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A zenei hang spektruma kett6 vagy tobb fuggdleges szakasz meghatarozott frekvenciakon. A kovetkezd abra
kdzépsb része egy dur harmashangzat (prim (1:1), nagy-terc (5:4) és kvint (3:2)) 6sszetevéit mutatja.

Zorej hang: Tisztahangok kellemetlen egyitt hangzast (disszonanciat) okozd dsszetétele. Gyakorlatilag a tiszta
hangok és a zenei hangok kivételével minden mas hang. A zérej hang spektruma éaltalaban folytonos, az
esetleges tiszta hangu 0sszetevok frekvencia viszonya konszonancia feltételt nem teljesit. Z6rej hang példaul
egy ventilator burkolatan lesugarzott zaj (Id.: abra jobb oldali rész).
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Hang spektrumok, tiszta hang (bal oldalon), dur hdrmashangzat zenei hang (kdzépen), ventilator zérej hang
(jobb oldalon)

7.4. Hangmagassag, hangszin

A szubjektiv akusztikai jellemzék a hangérzet és az objektiv fizikai mennyiségek kozott hataroznak meg
kapcsolatot. Késébb ezekrél a mennyiségekrdl részletesen lesz sz6. Ebben a fejezetben a hangspektrummal
kapcsolatban két szubjektiv akusztikai fogalmat mutatunk be.

Hangmagassag: Egy hang magasséga tiszta hang esetén a hang frekvenciaja, 0sszetett hang esetén a
meghatarozd Osszetevd frekvencidja. Erdekességként megemlitjiik, hogy abszolit hallassal rendelkezd
személy pusztan a hallasa segitségével tudja azonositani egy megszolald hang frekvencigjat. Ez
feltételezheten velesziletett tulajdonsag, és a népesség elenyészé szazaléka rendelkezik vele. A relativ hallas
két hangfrekvencia viszonyanak érzékelése, példaul egy kvint hangkoz hallasa. Az emberek nagy részének jo
a relativ hallasa, amelyre elmélyilt zenei képzettség nélkil is szert lehet tenni.

Hangszin: Egy hang hangszinét a meghatarozo frekvencia 6sszetevé mellé tarsuld tovabbi 6sszetevék szama
és ezek egymashoz viszonyitott frekvencia és amplitudé aranya hatarozza meg. A hangszin teszi lehetévé, hogy
ugyanazt a hangmagassagot (frekvenciat) megszolaltatdo heged, klarinét és harsona hangjat akkor is meg
tudjuk kildnboztetni, ha a megszolald hangszert és jatékosat nem latjuk.

7.5. Méréhangok az akusztikaban

Akusztikai jelenségek, eszkdzok, hangterek vizsgalata sorén specialis méréhangokat hasznalunk.

Tisztahang: Az egyik legfontosabb, alapvetd méréhang az akusztikaban a kitartott tisztahang. Alkalmazaséaval
nagy jel-zaj viszony érhet el, viszont ha példaul a teljes hallhaté tartomany vizsgalatara van szlkség, a mérés
hosszU id6t igényel. (Jel-zaj viszony, a mérés szempontjabol hasznos jel és a mérést zavard zaj hanyadosa
altaldban szintben kifejezve. Szint fogalmat Id. késébb.)

Sepert szinusz: A sepert szinusz méréhang egy olyan tisztahang, amelynek a frekvencidja a vizsgalati
tartomany mentén folyamatosan valtozik. Sepert szinusz hasznalatival nagy jel-zaj viszony érheté el, és a
mérési idé nagy frekvencia tartomany esetén sem lesz hosszu. Hasznélata azonban adatgy(ijtés mérérendszert
igényel, illetve nagy id6allanddju akusztikai rendszer vizsgélatanal a rovid mérbjel id6tartam mérési hibat
okozhat.

Fehérzaj: A fehérzaj egy olyan véletlenszerlien valtozé hangjel, amely spektrumaban megfelelé atlagolasi idd

figyelembe vételével minden egyes frekvencia dsszetevd nagysaga ugyanakkora. Az elnevezés a fénytanbdl
szarmazik, ahol a fehér az dsszes szin keveréke. A fehérzaj spektruma a frekvencia tengellyel parhuzamos
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egyenes. Fehérzaj jellegli hang az id6ben kitartott események kozul példaul a nagy nyomasu levegd lefuvatas
soran keletkezd zaj (szubjektiv hangérzet alapjan a sistergd jellegli hangok), illetve impulzusos események
kozll a taps. Fehérzaj gerjesztés esetén a hangrendszer korlatozott atviteli képessége miatt altalaban a kis és
nagy frekvenciék esetén kisebb lesz a jel-zaj viszony, viszont a mérési id6 rovid, és kitartott jel esetén a
berezgési idével sem lesz gond. A jel-zaj viszony javitasa érdekében szokasos még a fehérzaj oktav, illetve
tercsav sziirt valtozatanak hasznalata.

Rézsaszinii zaj: A rézsaszinl zaj egy olyan szélessavu hangjel, amelynél a frekvencia ndvekedésével a
spektrum OsszetevOk nagysaga csokken. A zajspekirum alakja allandé abszolut savszélességii frekvencia
felbontasban negativ meredekségi egyenes, allandd relativ savszélességii felbontasban vizszintes egyenes. A
megnevezés a fénytanbdl kdlcsdnzott analdgia, a fehér és piros (nagy hulldamhosszu, kis frekvenciaju) szinek
keveréke rdzsaszin(. A kis frekvencian az 6sszetevok kiemelésével, a hangmérés jel-zaj viszonya javithato.

Impulzusos zaj: Rovid ideig tartd (~10ms, vagy révidebb), nagy amplituddju méréhang alkalmazasaval lehetévé
valik a hangterjedés idGbeli kovetése, az impulzusos zaj akusztikai szempontbdl értékes vizsgalatok vegzésére
alkalmas. igy példaul teremakusztikdban hangvisszaverédési folyamatok, vagy elektroakusztikai
hangrendszerek fazis helyességének vizsgalatanal hasznaljak. Az elméleti egységimpulzus spektruma
vizszintes vonal, de a valdsagos impulzusos zajkelték (pl.: taps, puskalovés) spektruma is szélessavu. Hatrany,
a kis idétartam miatt, a mérés soran rendszerbe bevihetd kis hangenergia (rossz jel-zaj viszony), és praktikusan
nehéz impulzusos zajforrast eléallitani. A gyakorlatban alkalmazhato, veszélytelen hangforrasok zaj impulzusa
tul hosszu és kicsi az amplitiddja. Alkalmazasi el6nyei miatt az impulzus valaszt az akusztikai
méréstechnikdban ma mar inkabb folyamatos fehérzaj gerjesztéssel és statisztikus jelfeldolgozasi mddszerek
alkalmazasaval allitjuk eld.

7.2. Gyakorlo feladatok
Gy.1. irja fel az oktav- és tercsav definicidjat, &s adja meg az adott savhoz tartozé kdzépfrekvencia értékét!
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