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5.1. Nevezetes 0sszetett harmonikus hullamok

A kovetkezb részben hullamakusztikai ismereteink felhasznalasaval két elméleti és gyakorlati szempontbol
fontos Osszetett harmonikus hullamot, az alléhullamot és a lebegést mutatjuk be. Tudasunk bévitéséhez
levezetjik az Osszetett hulldmok matematikai modelljét, majd a megoldas vizsgalataval tovabb mélyitjik
ismereteinket a jelenségekkel kapcsolatban.

Aliohullam:

Két azonos frekvenciaju, amplitidéju, azonos terjedési sebességgel, de ellentétes iranyban haladé harmonikus
hullam Osszetételébdl allohulldam keletkezik. Az alléhullam hulldmfiggvényét a lineéris szuperpozicio elv
felhasznalasaval vezetjuk le. A két hangtér eredd hangnyomasat az dsszetevd hullam hangnyomasok egyszeri
algebrai 0sszegével hatarozhatjuk meg. A levezetés végeredményét a sz0g 0Osszeg és kulonbség
koszinuszanak felbontasara vonatkozo trigonometrikus azonossagok felhasznélésaval kaphatjuk meg,

Pr=D.=D, wi=w;=w, ki=ky=k, laj|=laz|, ar—u és arx—
P'an(x,t) = p'1(x, 1) +p'(x, 1) = Py cos(wit — k1x) + P, cos(wyt + kpx) =
=p (cos(wt — kx) + cos(wt + kx)) = 2p cos(wt) cos(kx)

Az alléhullam hullamfliggvény grafikonjat fél periddusidé tartomanyon belll, kilénb6zé idépontokban a
kdvetkezé abra mutatja.

oA Csomépont

te=to+T/2

Duzzadé hely

Alléhullam hangnyomas valtozasa a hossz mentén kiilénbdz6 idépontokban

Megjegyzések:

- A hullamegyenlet hatarolt téri megoldaséhoz hasonldéan az alléhullam esetében is a megoldasfliggvény
argumentumaban a hely- és id6 valtozok szeparalodnak, azaz a hullam halado jellege megsz(inik.
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- Az alldhullamban az egymassal szemben haladd 0sszetevok kolcsonhatasaként bizonyos helyeken idében
allanddsult kioltas, illetve ezek kdzott erdsités lép fel. A kioltasi helyeken csomdpontok, az erdsitési helyeken
duzzadé helyek alakulnak ki.

- Lényeges kulonbség a hullamegyenlet hatarolt téri megoldasa és az allohullam kozott, hogy a hatarolt téri
megoldasnal az amplitudd a kezdeti feltételtdl fligg és gyakorlatilag tetszbleges értéki lehet, addig az
allohullamnal legfeljebb a két (a jobbra és balra haladd) dsszetevd amplitidok dsszege lehet.

- Az alléhullam egy egydimenzios hang interferencia jelenség.

- Az alléhulldam kialakuldsa grafikusan is megérthetd. Két azonos szinusz fliggvény grafikonjat fektessik
pontosan egymasra, majd huzzuk el egymas felett a két gorbét azonos nagysagu, de ellentett iranyitottsagu
sebességgel. Allo rendszerbdl nézve, ahol eredeti allapotban nulla értékek voltak, az elmozdulast kdvetéen
ugyanakkora, de ellentett el6jelli értékek keletkeznek, az 6sszeguk folyamatosan nulla. Negyed periédussal, 90
fokkal eltolva a maximum és minimum kozétti periodikus ingadozast eredményez az eléjeles szakaszok
0sszegzése.

- A gyakorlatban allbhullam falra merélegesen bees6 tisztahang visszaverddésekor alakulhat ki. Egy vakolt
tégla, vagy betonfal a frekvenciatdl fiiggéen a beesé hangenergia akar 95%-t is visszaveri. igy az amplitidok
kdzelitbleg megegyeznek, a visszaverddés a frekvenciat és a hangsebesség abszolut értékét nem befolyasolja,
igy beest és visszavert hulldm allohulldmot hoz létre.

- Az alléhullamok figyelemmel kisérése méréstechnikai szempontbdl is fontos, mert hangvisszaverd falakkal
részlegesen hatarolt szabadtéri részen a hangforras és a hangvisszaver6 felllet k6zott a hangnyomas hely
fuggés nem vart modosulasat okozhatjak (pl.: tdvolodva a hangforrastol lokélisan a hangnyomés novekedése
alakul ki).

Lebegés:
Két azonos amplitudoju és terjedési sebességii, egy iranyban haladd, kis mértékben eltéré frekvenciaju
harmonikus hullam 0sszetétele esetén lebegés alakul ki. A lebegés hullamfliggvényének meghatarozasanal
szintén a linearis szuperpozicio elvébdl indulunk ki,

ﬁlzﬁzzﬁ’ a]_:az, (1)1>(1)2,de (1)2>>(1)1_(1)2 ,k1>k2,de k2>>k1_k2

p1(x,t) =p'1(x,t) + p'a(x, t) = P; cos(wit — kyx) + P, cos(wyt — kox) =

=p (cos(wlt — kyx) + cos(w,t — kzx)) =

_2,\ ((1)1+(A)2t k1+k2 ) ((l)l_wzt kl_kZ )
= 4p coS ) > X |cos ) > X
A sz6gek koszinuszainak 6sszegére vonatkozd azonossag alkalmazésaval nyert végeredmény, a lebegés
hullamfuggvény nem egyszer(ibb, mint a kiinduld kifejezés, de a valtozok megfelelé csoportositasaval
attekinthet6vé teszi a lebegés fizika szempontbdl Iényeges tulajdonsagait.
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Az dsszetev hullamok és a lebegés hangnyomas véaltozasa az idé fiiggvényében az x= Om helyen
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Az el6z6 abra az x= 0m helyen rogzitett pontban az 6sszetevé hanghullam figgvények grafikus 6sszegzéesével
mutatja be a lebegés hullamfliggvény idéfliggés abrajat.

Megjegyzések:

- A hullamok 6sszetétele miatt a hullamfiiggvény atalakult (koszinuszok dsszege helyett azok szorzata lett), de
a szorzatban mindkét koszinusz argumentumaban a hely- és idévaltozok egyarant megtalalhatok, igy az
o0sszetevokhoz hasonldan a lebegés haladé hullam marad.

- Az el6z6 abran bemutatott grafikus 6sszegzés mutatja a lebegés keletkezésének fizikai magyarazatat. A
kezdetben azonos fazisbdl induld, egymast er6sitd hullamok, a szogsebességek kicsi eltérése miatt, az alap
periédushoz képest hosszabb idd elteltével ellentett fazisra valtoznak és kioltjak egymast, majd ez ismétlédik
tovabb.

- Lebegés esetén egy adott pontban érzékelhetd hang egy tiszta hang, frekvencidja az dsszetevd frekvenciak
szamtani atlaga, és ez az alap hanghullam a két 6sszetevé frekvencia kilonbségének felével modulalodik. A
modul&cio6 soran a hallasunk a felerdsodéseket és elhalkulasokat érzékeli (nem tesz klilonbséget a burkoldgdrbe
pozitiv és negativ fele kézott), igy a szubjektiv érzékelheté modulaciés frekvencia épp a szamolt érték
kétszerese.

- Lebegés esetén a hangenergia hullam-csoportokban, a moduléciés periodus kiszélesedd részeiben tejed.

- Lebegés a gyakorlatban példaul akkor jon létre, ha két azonos tipusu, egymas mellett miikodd periodikus
zajkeltd (pl.: szelléztetd ventilator) Gzemi pontja eltér egymastol. A megegyez6 tipus miatt a berendezések
zajkeltése alapvetéen egyforma, de az eltéré Gzemi pont (pl.: az egyik ventilator fojtdsa nagyobb) kicsit eltér6
fordulatszamot (a keltett tiszta hangu zajosszetevd frekvenciaja aranyos a fordulatszammal) és igy kicsit eltéré
kisugarzott hang frekvenciat okoz, amely lebegést hoz létre.

- A tiszta hangok szubjektiv megitélése rossz. A periodikus modulalas a hangeérzeti jellemzOket tovabb rontja,
ezért a lebegés zajvédelmi szempontbdl elkeriilendd. Megforditva, és kihasznalva a figyelemfelkelté, zavard
jellegét, a periodikusan modulalt hang jol hasznélhatd vészhelyzeti figyelmeztet6é hangként (pl.:
megkulénboztetett jarmivek hangjele, légoltalmi sziréna).

5.2. Hangterek modellezése, akusztikai hasonlosag

Modellt akkor készitlink, ha a feladat vizsgélata eredeti méretben fizikailag nem lehetséges, veszélyes, draga,
vagy tul sokaig tart. Modell lehet matematikai vagy fizikai. A matematikai modell legfontosabb tulajdonsagait a
,3.1. Rendhagyd matematikai bevezet6” cimii részben foglaltuk 6ssze. Fizikai modellezés soran az eredeti
jelenség tulajdonsagait kisérleti modszerekkel, méréssel hatarozzuk meg. Kisérleti modellezésre akkor keril
sor, ha nincs a fizikai feladatra vonatkoz6 matematikai modell, vagy létezik matematikai leiras, de a megoldas
pontossdga nem egyértelml és azt ellenérizni kell (,validalas”). A fizikai modell az eredeti jelenség
egyszer(sitett valtozata, amely a vizsgalt tulajdonsagok szempontjabdl hasonlit az eredetire, de egyéb
tekintetben eltérhet attdl. A kisérleti modellek homol6g vagy analdg jellegiiek lehetnek. Homolog modellezésnél
a kisérleti vizsgalatnal alkalmazott fizikai jelenség megegyezik az eredeti jelenséggel (pl.: autd karosszéria korl
kialakulé aramlas vizsgalata szélcsatornaban kisebb méretarany modellen), ez a ,kisminta” kisérlet. Vannak
esetek, amikor az eredeti fizikai jelenség nehezen mérhetd, ilyen példaul viz szivargas porozus talajban. Ebben
az esetben a jelenséget egy olyan, az eredetitdl eltéré fizikai jelenséggel vizsgaljuk, amelynél a fizikai valtozdkat
leiré fliggvények alakja megegyezik az eredeti jelenségével, és a mérés konnyen megvaldsithatd. Az ilyen
vizsgélatot analég modellezésnek nevezzik. Analég modellezés példaul a viz szivargas vizsgalata homokban
elektromos potencial kad modellel. Akusztikdban modellezést altalaban hangterek vizsgélatanal, ,kisminta”
kisérlettel végzink.

A modellvizsgalatok soran alapvetd fontossagu, hogy az eredeti jelenség és a modell jelenség a kiszemelt
valtoz6 szempontjab6l hasonléan viselkedjen. Példaul ha egy hangversenyterem eredeti kivitelében a
hangnyomaseloszlas a tér egy bizonyos részén nem kivant ndvekedést mutat, akkor az a kicsinyitett modellben
is kimutathatd legyen. A hasonlésagot egymastol fliggetlenil matematikai és fizikai alapu feltétellel
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hatarozhatjuk meg. A matematikai alapu feltétel esetén két jelenség akkor hasonlo, ha jelenségekre vonatkozo,
dimenziétlan valtozokkal felirt differencialegyenletek és a kapcsolodd dimenziétian perem és kezdetiérték
feltételek egyméssal egyenlék. Kisminta” kisérletek esetén a hasonldésaghoz elegendd a dimenziétian
differencialegyenlet egyutthatok, illetve a dimenzidtlan perem- és kezdetiértek feltételek egyezése. A fizikai
alapu feltétel esetén a jelenséget meghatérozo fizikai valtozék hanyadosa az eredeti és a modell jelenségek
esetében egyarant allandd. Meghataroz6 véltozok hényadosa példaul viszkdzus folyadék mozgas esetén a
tehetetlenségi eré és surlédd erd hanyadosa (Reynolds-szam), vagy 6sszenyomhato kdzegaramlas esetén a
rendezett és rendezetlen mozgasi energiak hanyadosa (Mach-szam).

Hangterek modellezésénél a hasonldsagi feltétel matematikai alapu meghatarozasanal a homogén akusztika
hullamegyenletbél indulunk ki,
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Az egyenletben szerepld valtozok dimenziotlanitasa érdekében az egyenlet mindkét oldalat szorozzuk meg a
hangtérre jellemzd geometriai méret (Lo) négyzetével, és osszuk el hangtérre jellemzd vonatkoztatasi
hangnyomassal (p'o). Majd az egyenlet bal oldalan az els6 tag szamlaléjat és nevezéjét bovitsik a hangtérre
jellemzé idd (To) négyzetével. A dimenzidtian hulldmegyenlet,

() #(2)
L§ Po/ _ Po —0

“oa(m)  o(R)
Nrz) 2z

A homoldég modellezés miatt az eredeti és a modell hangterek dimenziotlan leir6 egyenletei alakra
megegyeznek. igy a hangterek hasonlésaganak feltétele az eredeti és a modell egyenletben a bal oldalon az
els6 tagban az egyutthatok megegyezése. Ha a hanyados allandd, szilkségszeriien a négyzetgyoke is allando,
tovabba sz(ikitslik vizsgalatainkat a harmonikus hullamokra, ahol a hangtérre jellemzé id6 a periddusidd (To). A
periddusidé és a hangsebesség szorzata a hullamhossz (M), amely alapjan két hangtér hasonlésaganak a
feltétele, a Helmholtz-szam (He),

L L
He=—=2
aTy, Ao

a hangtérre jellemz6 geometriai méret és hullamhossz hanyadosanak allandosaga.

Megjegyzés:

- Akusztikaban a koltségek csokkentése érdekében a modellek altaldban kisebbek, mint az eredeti méret. A
hasonlésagi feltétel a jellemzd méret és a hullamhossz kdzott egyenes aranyos kapcsolat, illetve a jellemz6
méret és a frekvencia kozott forditott aranyos kapcsolat, tehat minél kisebb a méret, annal nagyobb a frekvencia.
A gépészeti zajvédelemben, fokozott mértékben a teremakusztikdban az eredeti méretnél vizsgalt
frekvenciatartomany felsé értéke elérheti a tobb kHz, akar 10 kHz értéket is. Realisan 1:10, de gyakran még
ennél is kisebb modellek esetén a mikrofonok frekvencia savszélességének elvart felsd értéke joval a hallhaté
tartomény folé, tobb tiz kHz-es tartomanyba kerul. Emiatt a mikrofonok érzékenysége csokken, és a miszer
beszerzési koltsége novekszik.

- Tovabbi probléma a modell vizsgélatanél alkalmazott nagy méréhang frekvencia miatt megnovekednek a
hangterjedés soran fellépd disszipativ veszteségek. A hangok disszipacié miatti csillapodasa levegében 1...2
kHz frekvenciaig parszor 10 m tavolsagban gyakorlatilag elhanyagolhatd (a beesd hangteljesitmény néhany
szazaléka), 10 kHz feletti tartoményban a disszipacié miatti csillapodas igen jelentdssé valik és nem
hanyagolhat el. A hangterjedés soran fellépd disszipativ veszteségek a modell vizsgélat pontatlansagat
okozhatjék.
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- Ne felejtstik a léghangok aramlasi természetét. Ennek alapjan az aramlédsokra meghatarozott hasonlésagi
szamok, alkalmas megvalasztassal az akusztikaban is alkalmazhat6ak. A hang aramlasi természetét az idében
valtozo jelleg, az dsszenyomhatosag és a kis amplitudok jellemzik. A két elso jellemzéhoz rendre a Strouhal- és
Mach-szam aramlastani hasonldsagi szamok rendelheték. A hasonldsagi szamitasok skalatorvények, ezért az
ered0 meghatarozasahoz a két hasonldsagi szam szorzatat kell venni,

_ foLo Vo _ Ly Lo

Sh Ma = =—=H
¢ v ag Toag Ao ¢

Az eredmény ugyanaz, a Helmholtz-szam. A Helmholtz-szam ilyen szarmaztatasa tanulsédgos abbol a
szempontbdl, mert alkalmazhato lehet mas esetekben is. Ha egy Osszetett jelenségnél nem ismerjuk a
hasonldsag feltételét, de az 6sszetevokét igen, egyes esetekben az dsszetett jelenség hasonldsaganak feltétele
az osszetevl jelenségekre vonatkozd hasonlosagi szamok szorzata.

5.3. Gyakorlo feladatok

Gy.1. Miaz alléhullam, vezesse le a hangnyomas hely- és idé fliggését megado kifejezést tetszéleges allohullam
esetére!

Gy.2. Egy 0,001 sec periodusidejli, 0,5 Pa hangnyomas amplitudoju harmonikus hullam tokéletesen
visszaverddik az Utjaban merélegesen elhelyezett sik falrol. Nevezze meg a kialakulé hangtani jelenséget,
hatarozza meg két szomszédos csomopont kozti tavolsagot és a duzzado helyen a legnagyobb hangnyomas
értékét, ha a hangsebesség 340m/s!

Megoldas: A kialakul6 akusztikai jelenség az allohullam.
A=a-T=340-0,001=0,34 m

Két szomszédos duzzadd hely kdzott a tavolsag: Aly, = 1/2 = 0,34/2 = 0,17 m
A duzzad6 helyen mérhet6é hangnyomas amplitido: p4, = 29 =1 Pa

Gy.3. Mi a lebegés, vezesse le a hangnyomas hely- és idd fliggését megadd kifejezést tetszbleges lebegés
esetére!

Gy.4. Mit jelent két hangtér hasonlésaga, és adja meg a hangterek hasonldésaganak feltételét!

Gy.5. Szinhazterem 1:10 méretaranyban elkészitett modelljén végzett vizsgalattal szandékozunk megallapitani

sy

tulajdonsagait. Hatérozza meg a modell vizsgalatokhoz szikséges mérbhang frekvenciékat, ha az eredeti és a
modell hangtérben a vivékdzeg egyarant technikai normal allapotl (po= 1bar, to= 20°C) levegd!

Megoldas:
Hem=Heo, n/Am=Io/ho, Infm/am= lfo/ao, de (am= ao) ezért, fn=fo lo/ln , amelyek rendre 2,5k, 5k és 10kHz
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