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T | ISMETLES: MOZGASEGYENLET

F

m-a Egységnyi tomegre haté er6 = gyorsulas

dv
F+g= q¢ Feluleti (szomszedos reszecsketol) + terer = sebessegvaltozas

Elemi folyadékrész

Ve Ty« Y @ sik normalisa, x a fesziltseg iranya
F F A
T=—>F=r1:
,(X) A
dz
T, (y+d
y(y+dy) >y

E, = (Jx(x + dx) — Jx(x))dydz + (Tyx(y + dy) — Tyx(y)) dxdz +
X +(sz(z + dz) — 1, (z))dxdy
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T | ISMETLES: MOZGASEGYENLET

Z E, = (O’x (x + dx) — ax(x))dydz + (Tyx(y + dy) — Tyx(y)) dxdz +

o (X) +(TZX(Z + dZ) - sz(Z))dxdy

dz
Ty(y+dy)

>y
dx
. 00y
Mivel o,(x + dx) = g, (x) + de
X
B = (2% ax) dydz + (22 ay ) dxdz + (22 dz ) dxd
x =\ g, ¢X|avaz ayyXZ 5, 0% |dxdy
Egységnyi tomegre hat6 eré: E,, = B __ &
ik | M dm o pdxdydz
do 0t 0T
Fxmzpw(< = W+ yx?ﬂ(+ Zx?u()
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) | ISMETLES: MOZGASEGYENLET

Txy Oy sz] feszlltségtenzor

Innen

dv 0dv 1

% e Tlu=g+t ra eV Mozgasegyenlet differencial alakja

X iranyban kifejtve

v, 0Jv, v, v, 00,y O0Tyx 0Ty

0t+axvx+ayvy+azvz_gx+p 6x+6y 0z o |
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%, | FESZULTSEGALLAPOT ES SEBESSEGTER JELLEMZOI 5
| KOZOTTI KAPCSOLAT

Newtoni kozeg: 7~ % azaz a feszultség aranyos a deformaciosebességgel.
t

vy,
Elemi folyadékhasab deformacidja: vy + o dx

AY Uy
da
X

L

da: dt id6 alatti elmozdulas miatt

dx
d
’ . Oy
= sebessegkulonbség: de
d
P ey dtid6 alatt kilonbséga ket 0vy
do végpont elmozdulasaban: T, X rat
ov
elmozdulasbeli kiillonbség B—;TB& dt  gv, OV,
da:—— — —:da = = dt df = ——dt
két pont kozti tavolsag “thoen. 0x dy
avy v
dy, ox %ty 08 gv, v,

dy, =da +df és

dt e 0x * dy
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= | FESZULTSEGALLAPOT ES SEBESSEGTER JELLEMZOI 6
| KOZOTTI KAPCSOLAT

dy, 0vy, 0Jvy

dt=6x+6y

14 d v v
Mivel T =H - ezért e < Y 4 x)_

A hasab egy éle iranyaba mutato csusztatofesziliségek megegyeznek, azaz
a feszultségtenzor szimmetrikus.

De: nemcsak a csusztatofeszultségek, hanem a huzoéfesziltségek is jellemzik
a feszultségi allapotot.
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%, | FESZULTSEGALLAPOT ES SEBESSEGTER JELLEMZOI b 7
| KOZOTTI KAPCSOLAT

1
Statikus nyomas: féfeszultségek atlagabol: pgiqr = — 3 (Ux + 0, + az)
Negativ eljel: mert a (huzod)feszlliség és a nyomas ellentétes iranyu.
o, = —p...: + 0, Statikus nyomasbdl+alakvaltozasi sebességbél adédoan.

Alakvaltozas miatti csusztatofeszultsegbdl feluletre merdleges huzofeszultségek is keletkeznek.

Deformacid kovetkeztében keletkez6 feszultségek meghatarozasa:
abra sikjara mer6legesen egységnyi hosszusagu hasab:

Aa -2

. Er6egyensuly:%- Ag - T - ﬁ—alx Mg - VR
Aa RN
T T = 04y

/"r
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%ey, | FESZULTSEGALLAPOT ES SEBESSEGTER JELLEMZOI 8
| KOZOTTI KAPCSOLAT

AX: nyulas dt id6 alatt.

ov v,
Ax = —>dxdt = —=-Aa -2 - dt
0x ax

Ax 0v, V2
2 T ox Mg

- 0y
pp =—=.Aa-dt

ox
Y g . C dy
2 Aa Ox Mivel ©=o0{, €s T:ﬂ.a
d)/ 0vy
J ,
Ha csak tagul: minden irdnyba egyforman deformalédik: Oy _ Oy _ 00z oo ¥ _ 0
dx Jdy 0z dt

ov, 1 v, 0dv, Jv

= = —divv mert divy = — + —2 %

9x 3 - — 0dx Jdy 0z
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FESZULTSEGALLAPOT ES SEBESSEGTER JELLEMZO 9

-2 d KOZOTTI KAPCSOLAT

Tehat az X iranyu huzéfeszultséget okozé deformacidésebességet
az alabbi kifejezés jellemzi:

v, dv, 1
——  helyett ———(di
0x y dx 3 divy
dv, 1 .
Innen a deformacié miatti huzofesziltség: o, = 2 o 3 divv

Azaz: tagulas (slrliségvaltozas), és a kozeg egyéb, slrliségvaltozastodl fliggetlen
deformacioja esetén:

ov, 2
ox=—p+oxy=-p+ 2#6—; - §,udi‘l72 innen a feszultségtenzor:
[ v, 2 vy, 0v, v, 0Jv,
— 2 —— — — j . .
Pt dx Budwy # (6x * dy H\ oz * d0x
v, Jdv v, 2 v, dJdv
CI) = . Y X — 2 _y - — / . Yy Z
= H (ax+ay> P+ “ay 3,udwg H (az+6y
dv, 0Jv, dvy, dv, v, 2
M.<az+ax> 'u.<02+0y _p+2u62_3“dw2_

A feszultségtenzor szimmetrikus.
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Y | MOZGASEGYENLET | 10

-+ 2 % B g“divz H (%1;( i %?) e (aavz" + a(;j:)
oo ) et ()
u- (aazz + aavzx> u- (661;2 4 aavzy> —p + Zuaal — ;udwv_
Felbonthato: egységmatrix [0V, N v, 0v, N v, v, . o,

ox O0x 0y O0x 0z Ox

—p— —,udwv 7. Ii avy N v, O0v, N dv, 0dv, . ov,
dx dy dy 9y 0z By

ov, Odv, O0v, O0v, Jdv, v
alakvaltozasi sebesség tenzor Z X _Z, Y 7z,

(Id. mult 6ra) L0x 0z dy 0z 0z 0z

Feszlltség és alakvaltozasi sebesseég kapcsolata linearis
(newtoni folyadek).
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() | MOZGASEGYENLET
M s I 'd—y—%+D 1 bV
ozgasegyenlet: o T2 v=g+ h = -

Mozgasegyenlet legaltalanosabb alakja newtoni kozegekre, X iranyban,
az eddigiek alapjan:

dv, 0V, v, av,
ot T ox X T oy o, v

B 10p 1 d 5 v, 2 i +6 avy+avx +6 avx+avz
— Ix pax o |ox #ax g HAvE ayﬂ ox 0y oz * '\ oz T ox
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Ty | MOZGASEGYENLET

Mozgasegyenlet legaltalanosabb alakja newtoni kozegekre, X iranyban:
v, 0V, v, v,
ot T ox Ty vt e

B 16'p+1 0 N v, 2 i a 0vy+0vx +6 avx av,
— 9x pdx  plox Koy ~3HHPE ay H\ ox dy | 0z %z T ox

Ismeretlenek: vy, vy, v,, p, p, 1 : 6 ismeretlen, 3 egyenlet (X, Y, Z ir. mozgasegyenlet)

+1: folytonossag

p, p meghatarozasa, pl. gaztorvény segitségével
de: Ujabb ismeretlen: T

+1: viszkozitas és hdmeérseéklet kozti 6sszefugges (anyagjellemz6)
+1: energiaegyenlet (késobb)

Vagyis: 7 ismeretlen, 7 egyenlet - elmeéletileg megoldhato.

Gyakorlatban: csak korlatozott szamu esetben. Vagy: egyszerisitések, kozelitések.
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Tegyuk fel, hogy a viszkozitas és a siriség is allando.
Ha p = all. akkor divv = 0 (kontinuitas)

1(0 N v, 2 +6 avy_l_ﬁvx +6 avx+avz B
p (0x Hax z ay” dx  dy 0Z'u dz  ox )|

AR
e 42202
=v (aazxvzx + ?;yvzx + %1?) innen:
o B O g 10 (T D )
Y: aavty + 567;31 Uy + aa—?vy + %Vz = gy — %Z_Z Yy (a;xvzy N a;yvzy N aazzvzy>

ov, 0v, 0V, o0V, 10p (621)2 0%v, 62v2>
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T | NAVIER-STOKES EGYENLET

KX' avx+avxv +%v +—=v, = —1@+v vx+ x azvx\
©ar  ax X Ty YT e 2T 92T 5y axZ | 9y? ' 922
dv, OV v v 10p d%v, 0%v, 0%V
v y y 9y ovy ~_~ 1lop y y y
ot | ox vx+0y Uyt o, V2= 9y p(’)y+v dx?2 +6yz+8z2
. v, N v, N ov N ov, 10 N 0%v, N 0%v, N 0%v,
" ot ox Ve Ty Yy T V2T 92T 5, TV a2 T 9y2 02%) )

Navier-Stokes egyenlet
4 ismeretlen van: v,; vy,; v,; p — kell még egy egyenlet: Kontinuitas.

0 dv 0
X 2y %% g (hap = 4lL), vagyis: divy = 0
dx Jdy 0z -
Vektorialis alak:
dv 0dv v 1
== ) = — T, —DNDT). 1y = g —— .
dt_c’)t-l_g v = t+2 y+(2 2) v=yg pgradp+v Av

divv = 0

szgra divv—rotrotv = —rotrotv ; . ) ,
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() | NAVIER-STOKES EGYENLET

v, 0vy, 0V, [ 0y vy, v,]
ox ox ox| o ™ x T ax T ax
ov, 0v, Jv X v ov v
DT * — a Y z .|V = . _x . _y . _Z —
=27y oy oy Lﬁ] By Ty T gy
v, 0dvy, 0v, v, vy, v,
9z 9z oz s T e TV oy
[0 (vt vy +vi\]
0x 2
d (vi+ vy +v7 v?
— — d—
ay< 2 Ll
d (vi+v)+vy;
|0z 2

D-D" =2 4q

1
Aqg-dr =Srotv Xdr > 24q-v=10tv XV =-V XT0tV
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T | NAVIER-STOKES EGYENLET

dt ot = (_ _)'Eza; d7 —uxroty= D

00 | rad’ — v xrotv =g - arad £ rot
5c +9radS —pxroty=g-—gradp—v-rotrotv

Navier-Stokes egyenlet vektorialis formaja
(feltételek: u = all., p = all., newtoni kdzeg)

Euler egyenlet = Navier-Stokes, a 6. tag nélkul.

Euler egyenlet fennall az alabbi esetekben:

- Potencialos aramlas: rot v = 0, ekkor a 3. és 6. tag zérus, vagy
- Allandé 6rvényesség: rot rot v = 0, ekkor a 6. tag zérus.

llyenkor a surlédasnak nincs szerepe, az aramlas surlodasmentesként viselkedik.
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