
a

a

v: 0+dv 0

p: p+dp p

r: r+dr r

T: T+dT T

Emlékeztető: energiaegyenlet+gáztörvény
𝑣2

2𝑐𝑝
+ 𝑇 = á𝑙𝑙.

𝑝

𝜌𝜅
= á𝑙𝑙.

Hullám terjedési sebességének megállapítása
Ellenőrző felület

dv

Abszolút rendszer:

Hullámterjedési
sebesség

P2

I2

a-dv

P1

I1

a

Impulzustétel: 𝐼1 − 𝐼2 = 𝑃2 − 𝑃1

𝜌𝑎2𝐴 − 𝜌 + 𝑑𝜌 𝑎 − 𝑑𝑣 2𝐴 = 𝑝 + 𝑑𝑝 𝐴 − 𝑝𝐴

𝜌𝑎2 − 𝜌 + 𝑑𝜌 𝑎2 − 2𝑎𝑑𝑣 + 𝑑𝑣2 = 𝑑𝑝

𝜌𝑎2 − 𝜌𝑎2 + 2𝜌𝑎𝑑𝑣 − 𝜌𝑑𝑣2 − 𝑎2𝑑𝜌 + 2𝑎𝑑𝜌𝑑𝑣 − 𝑑𝜌𝑑𝑣2 = 𝑑𝑝

Másodrendűen kicsi Harmadrendűen kicsi

2𝜌𝑎𝑑𝑣 − 𝑎2𝑑𝜌 = 𝑑𝑝

rr+dr



2𝜌𝑎𝑑𝑣 − 𝑎2𝑑𝜌 = 𝑑𝑝

Kontinuitás:

a

P2

I2

a-dv

P1

I1

a

rr+dr
𝜌𝑎𝐴 = 𝜌 + 𝑑𝜌 𝑎 − 𝑑𝑣 𝐴

𝜌𝑎 = 𝜌𝑎 − 𝜌𝑑𝑣 + 𝑎𝑑𝜌 − 𝑑𝑣𝑑𝜌

Másodrendűen kicsi
𝜌𝑑𝑣 = 𝑎𝑑𝜌

2𝑎2𝑑𝜌 − 𝑎2𝑑𝜌 = 𝑑𝑝

𝑎2𝑑𝜌 = 𝑑𝑝

𝑎 =
𝑑𝑝

𝑑𝜌

Konkrétabban?



𝑝

𝜌𝜅
= á𝑙𝑙. →

𝑝

𝜌𝜅
=
𝑝0
𝜌0
𝜅 → 𝑝 =

𝑝0
𝜌0
𝜅 𝜌

𝜅 →
𝑑𝑝

𝑑𝜌
=
𝑝0
𝜌0
𝜅 𝜅𝜌

𝜅−1 =
𝑝

𝜌𝜅
𝜅𝜌𝜅−1 =

𝑝

𝜌
𝜅 = 𝜅 ∙ 𝑅 ∙ 𝑇

Vagyis: 𝑎 = 𝜅 ∙ 𝑅 ∙ 𝑇

Tehát a hangsebesség gázokban csak a hőmérséklettől függ. Miért?

Mert a molekulák mozgása továbbítja a "jelet".
A hőmérséklet növelésével a molekulák gyorsabban mozognak: gyorsabban tudják
továbbítani a jelet.

𝑑𝑝

𝑑𝜌
= 𝜅 ∙ 𝑅 ∙ 𝑇

𝑎 =
𝑑𝑝

𝑑𝜌



Áramlások hasonlósága összenyomható közegeknél

𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑡

+
𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑥

𝑣𝑥 +
𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑦

𝑣𝑦 +
𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑧

𝑣𝑧 = 𝑔𝑥 −
1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜈

𝜕2𝑣𝑥
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑣𝑥
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑣𝑥
𝜕𝑧2

Navier-Stokes egyenlet X irányú komponensegyenlete:

Dimenziótlanítás: ∙
𝐿0

𝑣0
2

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥

𝜕
𝑝 − 𝑝0
𝜌 ∙ 𝑣0

2

𝜕
𝑥
𝐿0

Helyette:
1
𝜌
𝜌0

𝜕
𝑝
𝑝0

𝜕
𝑥
𝐿0

𝑝0

𝜌0 𝑣0
2 mert a sűrűség nem állandó!

Vagyis:
𝑝0

𝜌0 𝑣0
2 = á𝑙𝑙. (= 𝐸𝑢)

Ez volt. ITT NEM JÓ!!!



Energiaegyenlet:

න
𝑉

.

𝜌𝑣 𝑔𝑟𝑎𝑑
𝑣2

2
+ 𝑐𝑝𝑇 𝑑𝑉 = 0

Ennek teljesítéséhez 𝑔𝑟𝑎𝑑 … = 0 De ekkor 𝑣 𝑔𝑟𝑎𝑑
𝑣2

2
+ 𝑐𝑝𝑇 = 0

Vagyis: 𝑣𝑥
𝜕

𝜕𝑥

𝑣2

2
+ 𝑐𝑝𝑇 + 𝑣𝑦

𝜕

𝜕𝑦

𝑣2

2
+ 𝑐𝑝𝑇 + 𝑣𝑧

𝜕

𝜕𝑧

𝑣2

2
+ 𝑐𝑝𝑇 = 0

Dimenziótlanítás: ∙
𝐿0

𝑣0
3

Ekkor:
𝑣𝑥
𝑣0

𝜕

𝜕
𝑥
𝐿0

1

2

𝑣

𝑣0

2

+
𝑐𝑝𝑇0

𝑣0
2

𝑇

𝑇0
+⋯ = 0

𝑐𝑝𝑇0

𝑣0
2 = á𝑙𝑙.

𝐸𝑢 =
𝑝0

𝜌0 𝑣0
2 = á𝑙𝑙. =

𝑅 𝑇0

𝑣0
2 =

𝜅 𝑅 𝑇0

𝜅 𝑣0
2 =

1

𝜅

𝑎0
𝑣0

2

=
1

𝜅

1

𝑀𝑎2
= á𝑙𝑙.

𝑣0
𝑎0

= 𝑀𝑎



Mivel
𝑐𝑝𝑇0

𝑣0
2 = á𝑙𝑙. és

𝑝0

𝜌0 𝑣0
2 = á𝑙𝑙.

𝑝0
𝜌0 𝑣0

2

𝑐𝑝𝑇0
𝑣0
2

= á𝑙𝑙. =
𝑝0

𝜌0 𝑣0
2 ∙

𝑣0
2

𝑐𝑝𝑇0
=
𝑅 𝑇0
𝑐𝑝𝑇0

𝑅 = 𝑐𝑝 − 𝑐𝑣

=
𝑐𝑝 − 𝑐𝑣
𝑐𝑝

= 1 −
𝑐𝑣
𝑐𝑝

𝑐𝑝
𝑐𝑣

= 𝜅

= 1 −
1

𝜅
=
𝜅 − 1

𝜅
= á𝑙𝑙.



Hullámterjedés

𝑣 = 0 𝑣 < 𝑎 𝑣 = 𝑎 𝑣 > 𝑎

𝛼

𝑣 ∙ 𝑡

𝑎 ∙ 𝑡

sin 𝛼 =
𝑎 ∙ 𝑡

𝑣 ∙ 𝑡
=

1

𝑀𝑎



Hullám kialakulása sarok környezetében

𝑝1

𝑝2 > 𝑝1

𝑝2 > 𝑝1

𝑣2 < 𝑣1

𝑇2 > 𝑇1

𝑎2 > 𝑎1

𝑀𝑎2 < 𝑀𝑎1
1

𝑀𝑎2
>

1

𝑀𝑎1

𝛼2 > 𝛼1 → ???

𝑣1 > 𝑎1 𝛼1

𝛼2

Egy vékony kompressziós hullám: lökéshullám.

A hullámra merőleges sebességkomponenst lassítja.

𝑣1

𝑣1𝑛 𝑣1𝑡

𝑣1

𝑣1𝑛 𝑣1𝑡

𝑣2

𝑣2𝑛
𝑣2𝑡 = 𝑣1𝑡

𝑣2



Hullám kialakulása sarok környezetében

𝑝1

𝑝2 < 𝑝1

𝑝2 < 𝑝1

𝑣2 > 𝑣1

𝑇2 < 𝑇1

𝑎2 < 𝑎1

𝑀𝑎2 > 𝑀𝑎1
1

𝑀𝑎2
<

1

𝑀𝑎1

𝛼2 < 𝛼1

𝑣1 > 𝑎1 𝛼1

𝛼2

A hullámra merőleges sebességkomponenst gyorsítja.

𝑣1

𝑣1𝑛 𝑣1𝑡

𝑣1

𝑣1𝑛 𝑣1𝑡

𝑣2

𝑣2𝑛 𝑣2𝑡 = 𝑣1𝑡

Legyezőszerűen szétterül: expanziós hullám.

𝑣2



Hullám kialakulása sarok környezetében

𝑝1

𝑝2 < 𝑝1

Legyezőszerűen szétterül



Kompressziós hullám Expanziós hullám

𝑝1 𝑝2

Torlópontban v = 0, tehát p2 > p1



Schlieren eljárás
http://www.ara.bme.hu/cfd/super2d/super2d.htm

http://www.ara.bme.hu/cfd/super2d/super2d.htm


Kompressziós hullám

Expanziós hullám





https://www.youtube.com/watch?v=mLp_rSBzteI



https://www.youtube.com/watch?v=px3oVGXr4mo



Laval-cső

Euler-egyenlet érintő irányú komponensegyenlete:

𝑣
𝜕𝑣

𝜕𝑒
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑒
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑒
= −

1

𝜌
𝑎2

𝜕𝜌

𝜕𝑒
𝜕𝑒 ≔ 𝑑𝑒 azaz végtelenül kicsi távolság

𝑣 𝑑𝑣 = −𝑎2
𝑑𝜌

𝜌
Kontinuitás: 𝜌 𝑣 𝐴 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡.→ 𝑑 𝜌𝑣𝐴 = 0

𝑑𝜌 𝑣𝐴 + 𝑑𝑣 𝜌𝐴 + 𝑑𝐴 𝜌𝑣 = 0 : 𝜌𝑣𝐴

𝑑𝜌

𝜌
+
𝑑𝑣

𝑣
+
𝑑𝐴

𝐴
= 0

𝑑𝜌

𝜌
= −

𝑑𝑣

𝑣
+
𝑑𝐴

𝐴

𝑣 𝑑𝑣 = 𝑎2
𝑑𝑣

𝑣
+
𝑑𝐴

𝐴

∙
𝑣

𝑣

𝑣

𝑎2
𝑑𝑣 =

𝑑𝑣

𝑣
+
𝑑𝐴

𝐴

𝑣2

𝑎2
𝑑𝑣

𝑣
=
𝑑𝑣

𝑣
+
𝑑𝐴

𝐴

𝑑𝐴

𝐴
=
𝑣2

𝑎2
𝑑𝑣

𝑣
−
𝑑𝑣

𝑣
= 𝑀𝑎2 − 1

𝑑𝑣

𝑣



𝑑𝐴

𝐴
= 𝑀𝑎2 − 1

𝑑𝑣

𝑣

Laval-cső

𝑀𝑎 < 1:

𝑑𝑣

𝑣
+ha azaz v nő, akkor

𝑑𝐴

𝐴
− azaz A csökken

𝑀𝑎 > 1:

𝑑𝑣

𝑣
+ha azaz v nő, akkor

𝑑𝐴

𝐴
+ azaz A növekszik

ha
𝑑𝐴

𝐴
= 0 akkor

𝑑𝑣

𝑣
= 0

vagy 𝑀𝑎 = 1Vagyis: A-nak szélsőértéke van

Mivel Ma=1-ig a sebesség nő (
𝑑𝑣

𝑣
+), addig A csökken,

tehát A-nak negatív szélsőértéke van: a legszűkebb keresztmetszet.

: a sebesség nem változik



Legszűkebb keresztmetszetben uralkodó viszonyok

𝑇𝑡 = 𝑇∗ +
𝑣∗2

2 𝑐𝑝
= 𝑇∗ +

𝑎∗2

2 𝑐𝑝
= 𝑇∗ +

𝜅 𝑅 𝑇∗

2 𝑐𝑝
= 𝑇∗ 1 +

𝑐𝑝
𝑐𝑣

𝑐𝑝 − 𝑐𝑣

2 𝑐𝑝
= ⋯ =

𝜅 + 1

2
𝑇∗

vagyis:

𝑇𝑡 =
𝜅 + 1

2
𝑇∗

𝑇∗

𝑇𝑡
=

2

𝜅 + 1
≅ 0.83

𝑝∗

𝑝𝑡
=

2

𝜅 + 1

𝜅
𝜅−1

≅ 0.53

𝜌∗

𝜌𝑡
=

2

𝜅 + 1

1
𝜅−1

≅ 0.63



torok kilépés

v

Laval-cső

Kilépés:

𝜌∗𝑣∗𝐴∗ = 𝜌𝑘𝑖𝑣𝑘𝑖𝐴𝑘𝑖

2

𝜅 + 1

1
𝜅−1

𝜌𝑡 𝜅 𝑅
2

𝜅 + 1
𝑇𝑡 ∙ 𝐴

∗ =

𝑇∗

𝑇𝑡
=

2

𝜅 + 1

𝑝∗

𝑝𝑡
=

2

𝜅 + 1

𝜅
𝜅−1 𝜌∗

𝜌𝑡
=

2

𝜅 + 1

1
𝜅−1

𝜌𝑡
𝑝𝑘𝑖
𝑝𝑡

1
𝜅 2𝜅

𝜅 − 1
𝑅𝑇𝑡 1 −

𝑝𝑘𝑖
𝑝𝑡

𝜅−1
𝜅

∙ 𝐴𝑘𝑖

𝑝𝑘𝑖
𝑝𝑡

-re két megoldást ad.

𝜌𝑘𝑖𝜌∗ 𝑣∗ 𝑣𝑘𝑖



𝑝

𝑝𝑡

𝑥
torok kilépés

1

0.53

A

B

C

D

E

F

v



A-B: hangsebesség alatti áramlás.

B: eléri a hangsebességet, de nem növekszik tovább.
Izentropikus megoldás No 1.

B-D: túllépi a hangsebességet, de nincsen izentropikus megoldás,
merőleges lökéshullám alakul ki a csőben, melyen keresztül lelassul a közeg.

D: túllépi a hangsebességet, de nincsen izentropikus megoldás,
merőleges lökéshullám alakul ki a cső végén, melyen keresztül lelassul a közeg.

D-E: túllépi a hangsebességet, de nincsen izentropikus megoldás,
ferde lökéshullám alakul ki a cső végén, melyen keresztül lelassul a közeg.

E: túllépi a hangsebességet. Izentropikus megoldás No 2.

E-F: túllépi a hangsebességet, de nincsen izentropikus megoldás,
ferde expanziós hullámok alakulnak ki a cső végén, melyeken keresztül tovább gyorsul.



D-E:

E-F:



"Aerospike"


