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Differenciasémak

Véges differenciak médszere
a numerikus hiba és a konvergencia

Prébaljuk meghatarozni u,; (Aeset)
U(x) megoldas valtozasat az o

érint6k alapjan az x;,-xj=Ax
szakaszon:

A) kezd® érintd szerint, U(x)
B) végsd érintd szerint, U1 (C eset)

C) kdzépso érintével. o

Akézelits megoldas: u;, Uy, .- o E’J(xm)

A felosztas siritésével a U(x)=y; .
hiba csokken. L‘J’M (B eset)

De milyen gyorsan csokken?
A moédszert egymas utan

N-szer alkalmazzuk. j " j
Xi o Xtz X X

XLS demo |

Euler-moddszer

Az ui-n athalado (analitikus) megoldas

Taylor-sora j pontbdl a j+1 pontba:
Ax®

U, =u; +uij+u j7+...

UJ/\UM
- _ '
i i1 X ujH—uj+uij+o(Ax)

Ax Ez egy elsérendii pontossagu integralasi
séma.

Feltessziik, hogy a differencialegyenlet az
alabbi formaban adott:

W= flujx;)

Lépésenként kdzelithetjiik u-t:

A Taylor-polinombadl kifejezhetiink
egy elsérendi pontossagu
differencia sémat is:

Ui —U;
W= 1)
. =u.+ flu.,x;|Ax
(A hibatag itt egy nagysagrenddel J+l J f 77
nagyobb.)

A Bacward Euler séma,
implicit diszkretizalas
Egy masik lehetséges elsérendii séma:

uj=uj+u' iy (—Ax)+o( Ax)

a backward Euler médszerbdl kifejezve:

ul/\ Ui,
o —o——
i j+1 X

Uil —U -
oo
M Uipn= i +o(1)

az Euler-mdédszerrel azonos differencia-
sémat kapunk u’j,;-re.
Ha F aj+1 pontban kap értéket, Feltételezz(ik a differencial egyenletet az
akkor uy,, -re altaldban alabbi ltalanos alakban:
egyenletet kell megoldanunk,
ezt a modszert implicit F(u', u, x): 0
diszkretizalasnak nevezzik. ismeretlenek

Flu )=0 FlAeh oy x |=0
Wt jys X j )=V —— T’”mz‘xm =

A viselkedésuk nagyon eltér...

Sok esetben a fizikai folyamatok valamilyen egyensulyi allapot felé tartanak.

analitikus megoldasok
Explicit Euler médszer:

Implicit Euler médszer:

Centralis differenciaséma: CDS

ul'l/'\ UJ/—\ Uit
o ® ®
-1 j j+1 X

AXZ
Ujg =uj+u'; Ax+u"jT+U(Ax2)
2

Ujg=u; +u'j(7Ax)+u”/-AxT+o( Ax? )

Uy —u;
, j+l j-1
U =———"—+o Ax

Numerikus aramlastanban sok helyen alkalmazzak térbeli diszkretizalasra.
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Egy implicit, masodrendi differenciaséma

uj_/—J/\\ Ujt

j1 j+1 X

c

2

. A
W=ttty (A6 )+u j+17+0(Ax2)

Uiy =ujyg i (—24x )+u" iy 2Ax2+0(Ax2)

U _3 ' Ax 2
”jfT—Z”jHﬁL”jH Y +o( Ax”)
3 1
fu_,»+1—2u/-+5u]-_1
Wig=5——""—""—+o0(4)

Ax

Alkalmazas: pl. a hatarréteg egyenlet diszkretizalasra.

Adams-Basforth séma

Ui~ /_\u“,

o o o
i i #oX

2
u/-+1=uj+u’ij+u”/-—A; +o( A% )
pox &
W= jhu(~Ax )+ of Ax) / X

3., 1, 2
Ujy =uj +Eu I AX_EM 1 Ax+of A7)
Mésodrend( pontossagu explicit integralasi séma.
Alkalmas a NS egyenlet idébeli integralasara.

Egy kétlépéses, masodrendd, explicit
Runge-Kutta tipusu séma

HJK\‘ Upy

-1 j j+1 X

1ststep: Az Euler modszert alkalmazva kiszamoljuk 17/. és 17['/. kozelitd értékeket:

u;=u;, +u'HAx+o(Ax):ilj +0(Ax)

- ~— >
\ of .
Ltj:f(uj,xj):f(ilj +0(Ax),xj):f(ﬂj,xj)+£ o(Ax) ="' +0(Ax)
2nd step: Alkalmazzuk a CDS sémat a j-edik pont koriil:

U =t +u' 2Ax+0(Ax ) =u, +T' 2 Ax+0(Ax*)

JH+

Alkalmazas: 6sszenyomhato aramlasok esetén (Id. kétlépéses Lax-Wendroff msz.)

A numerikus sémaékkal szemben tamasztott
tovabbi fontos kritériumok

1. Konzisztencia: A diszkrét megoldas egzaktta valik végtelen sirti
felbontas esetén. (A csonkitasi hibak eltlinnek.)

2. Stabilitas: A numerikus megoldas soran keletkezd hibdk nem
erésodnek.

3. Konvergencia: A numerikus megoldés az egzakt megoldashoz
kozelit, ha a felbontast finomitjuk.

4. Konzervativitas: Az alapveté megmaradési tételek a diszkrét
megoldasban is érvényestinek. (Nincsenek hamis forrasok.)

5. Korlatossag: Olyan fizikai jellemzék, mint stirliség, hémérséklet
koncentrécid, stb. pozitivak maradnak és nincsenek numerikus
oszcillaciok.

Ezeket a szempontokat a numerikus megoldas minden részére

ellendrizni kell egy Uj numerikus modell feléllitasa esetén.

A Navier-Stokes egyenlet
diszkretizalasa...

ap opu opv apw
o ox dy ox

I g g o T, (), 0,50, 2 e
ot * ox * dy * oy 8x+pg‘+8x “ +3y “ +8z “

dpv dpvu Ipv’ dpvw_ . 3( ﬂ] [, i( ﬂ]
or * ox * dy * dy Berp&‘Jer “ x +By ”ay * )z “ )z

dpw  dpwu  dpwy  dpw’ ap 8( BWJ d( dw 8[ BWJ
RLudians + + =P pg | T | T |
a o oy oy e Tl Ty Moy ) e e
A gazdaséagos gorbe vonald, struktdralatian,
szamitas érdekében nem egyenkézd, hibrid halokon.
a halé igazodjon a T
megoldashoz... r

A véges differenciak
modszere bonyolultta
valik. _—

Véges térfogatok modszere

MezGvaltozok értékei U: valamilyen megmaradé mennyiség térfogati
slirlisége
OO |O|0O p)
Sfudv+{F-dA=(s, dv+{s,-dA
O O ’ O at \% A \% A

A megmaradé mennyiség egységnyi
tdmegre vonatkoztava:

o=U/p

Konvektiv és konduktiv fluxusok:

E.=p®v F, =-TV®
3]p¢dv+§pq>v-d7\:§(FV4>+SA)-dA+jsv av
atV A A v

Afluxusok a szamitas soran tényleges szamértéket kapnak.

Konzervativ tulajdonsag: a numerikus kozelités hibai a megmaradasi tételeket
nem rontjék el. (Pl. a teljes tartomanyra pontosan teljestl a tdémeg és az energia
megmaradasa.)
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Véges térfogatok modszere

Az altaléanos transzportegyenlet differencial alakja:

%+V-(p¢§):V-§A+V-(1"V¢)+SV

A hely szerinti differenciélast mindig div(...), grad(...), vagy div(grad(...)) alakban
kell elvégezni, csak ezekre kell tehat kdzelité sémakat talaini.

Véges térfogatok médszere esetében a fenti operatorokat felileti és térfogati
integralokra valamint a halén végzett interpoléciokra vezetjik vissza.

A numerikus halé egy részlete az i-edik cella koril:

Cella kdzéppontokban
taroljuk ¢p-t.

Adottak a felliletvektorok . L
dA, koordinatai. ® Felllet kdzéppontokra

barmit interpolalhatunk
a kdzéppontokbol

A divergencia kozelit6 alakja

Véges térfogatos médszere esetében a divergencia operatort fellileti integralasra
visszavezetve kozelitjiik, ezért a Gauss-tételbdl kell kiindulni:

J'V-advzfﬂ-dix
14 A

Diszkrét kozelités elvégzéséhez u vekort a cella fellletére
Interpolalnunk kell. Jeldljik ezt ,I” indexszel!

Afellletre interpolalt u vektor Descartes koordinatait u, -vel jelélve az alabbi médon
definialhatjuk a divergencia operator diszkrét alakjat egy P kdzéppontd,

k oldalu cellara: S
22 uydA,
— L =l

Y.y,
VP

Ez az operator tehat egy tarolt értékekbdl allé algebrai kifejezést jeldl.

A gradiens kozelit6 alakja

Egy skalaris mennyiség gradiensét a Gauss-tételbdl levezetett alabbi
integral atalakité tételbdl hatarozhatjuk meg:

jv¢dv=§¢-dA

A gradiens operator i komponensét tehat az alabbi alakban szamolhatjuk:

2.0, dA,
—__1

Vig=-——
=y

A; a felliletvektor i komponensét jeldli Descartes koordinata-rendszerben.

A Laplace-operator kdzelitd alakja

Egy skalaris mennyiségre vonatkozé Laplace operator felirhaté a
gradiens divergenciajaként:

Ap=V -V

Ugyanez elvégezhetd a diszkrét operatorokkal:

Bp=9-(9]9)

Gyakorlatilag a nyomas kivételével (pl. hémérséklet vagy transzportalt passziv

skalarok esetében) a gradiens fellletre merdleges komponensét egyszeriibben
is kozelithetjik a két szomszédos cellaban tarolt ¢ értékek alapjan.

llyen esetben a Laplace operator kdzelité alakja a P pontban és a szomszédos
cellakban tarolt ® értékek linearis kombinacidja lesz:

Z¢=a,, @ +Za( 9,

Az ,a” skalar egyitthatok csak a halé méreteitdl fliggenek.




