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T | ISMETLES: MATRIXMUVELETEK

, a, b,
¢ Szorzas [azl . bz =aq- b1 +a, - bz + aj -

'a1+x2'
I)ﬁ V2 ]lazl l *a;t Y-
'a1+Z2'

, as by a bz —az- b,
i KereSZtszorzaS [azl X bz =\|asz-: b]_ —aq - b3

as b3 al’bz—az'bl

* Transzponalas: féatlora tukrozes

az+ys - as

a,+xs3 - agl
a2+Z3 *dg
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ISMETLES: SKALAR- ES VEKTORTEREK 3

-7 4 MEGVALTOZASANAK JELLEMZESE

Az aramlastanban alkalmazott fizikai mennyiségek jellemzésére

Skalartér (pl. nyomas) esetén a valtozas az egyik dimenzié mentén leirhato:

9
p(x + dx) = p(x) + % .dx (linearis kézelités)

Mindharom dimenzio mentén: gradiens:

_ P e+ 4y 9P
p(r + dr) p(r) + gradp - dr = p(r) + i dx + 3y dy + s dz
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T | KIS FOLYADEKRESZ MOZGASA

Stacioner aramlas

'y

_I >

Hogyan mozog az elemi méreti folyadékhasab?
Megtartja eredeti helyzetét?
Megtartja eredeti alakjat?

Ehhez tudnunk kell hogy az élei hogy mozdulnak el a szimmetriatengelyéhez képest.
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T | KIS FOLYADEKRESZ MOZGASA

_I >
v(r+dr)=v(r)+D-dr

dv, 0v, J0v,]

dx 0dy 0z

avy avy avy . e 4 V4 [ [ V4
D = Derivalttenzor: a sebességtér hely szerinti valtozasa
= dx 0Jdy 0z

dv, dv, Jv,

| Ox ay 0z | AMO2 — Miszaki aramlastan I. - Dr. Szente Viktor



T | KIS FOLYADEKRESZ MOZGASA

,7 Derivalttenzor felbontasa:
_4/ — 1
— _ = TN L. -(p_nT
- [ D=3(2+07)+5(2-2")
— 1. tag 2. tag
vy 0vy 0Ovy [0V, avy v,
dx dy 0z dx O0x Ox
D dvy, dv, 0Jv, pT — v, 0v, 0Jv,
= dx 0Jdy 0z = dy 0Jdy 0dy
dv, dv, 0Jv, v, 0v, Jv,
| dx dy 0z LJdz 0z 0zA

-avx+avx avx+avy v, 0v,]
dx O0x 0dy O0x 0z O0x

ov ov, Ov v, O0v v
y X y y y Z ; )
P + 3y dy + 3y oz + 3y szimmetrikus

v, O0v, 0dv, O0Jvy, 0dv, OJv,

ox "z oy T oz oz oz

N =

|2

1. tag:
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T | KIS FOLYADEKRESZ MOZGASA

Derivalttenzor felbontasa:

— > 2\= =
— 1. tag 2. tag
avx avx avx_ avx avy avz
dx 0dy 0z dx Ox Ox
D dvy, dv, 0Jv, pT — v, 0v, 0Jv,
= dx 0Jdy 0z = dy 0Jdy 0dy
dv, dv, 0Jv, v, 0v, Jv,
dx 0dy 0z. dz 0z 0z
[0V, v, 0vy, 0v, OJv,
dy Jdx 0z 0x
1 |dv v, 0 v, 0Jv
2.tag: Aa=35|72 > Y~
= 2 | 0x dy 0z 0dy
av, dv, dv, 0Jv, ”
| Ox dy 0z 0z
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T | KIS FOLYADEKRESZ MOZGASA

,7 Derivalttenzor felbontasa:
_4/ — 1
— _ = TN -(pn_nT
. L& D=3(2+2")+5(2-2")
— 1. tag 2. tag
v, 0v, 0V, [0V, avy av,
ox dy 0z ox Odx Ox
D dvy, dv, 0Jv, pT — v, 0v, 0Jv,
= dx 0Jdy 0z = dy 0Jdy 0dy
dv, dv, 0Jv, v, 0v, Jv,
dx 0dy 0z. dz 0z 0z
0 avx__av& avx__avg

dy O0dx 0z O0x

ov ov ov ov
y X Y 2|  antiszimmetrikus

N =
|
o

2.tag: Ao =
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| ISMETLES: ROTACIO 9

0 dv, 0Jv,
E . oy 0z
a X
rot v =T xv=|—|x|vy|=[%_%|_-5.q
R 4 0z Ox —
0 dv, 0vy
0z | dx  dy
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| ISMETLES: ROTACIO »

0 dv, 0Jv,
E . dy 0z
a X
rot v =T xv=|—|x|vy|=[%_%|_-5.q
R 4 0z Ox —
0 dv, 0vy
0z | dx  dy
ez alapjan:
0 v, B avy, 0V, B v,
dy 09x 0z Ox 0 —(rotv), (rotv) -
1 |(dv, Ov v, 0Jv 1 ‘ ¢
Ag == |2 —— 0 Y == (rotv) 0 —(rotv)
= 2 |0x 0dy dz  dy 2 — Tz - X
0v, Ovy dv, Ovy 0 __(7”_0’5 E)y (rot E)x 0
dx 0z 0dy 0z

Vagyis az antiszimmetrikus matrix elemei a rot v vektor komponensei.
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Y | ISMETLES: ROTACIO

Ag-dr=1- (avy—av">-dx+o y+<5vy_6vz> dz| =
= - 2 dx dy dz 0dy
(-2 e (- 22) v
(222 (22
() e ()
(%ZZ B aa?) et (?;Z B aa?) el
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| ISMETLES: ROTACIO

(0v, Ov, dvy, 0vy 1 [/dv, Odv, v, Jv,
(62_ax>dz_<6x_6y Y W\%z "ox )%\ 5y T ax )Y

dvy,  0vy ov, O0vy, dv, 0vy dv, dv,
roty xdr = <8x_6y>dx_<6y_az 21=\ox "oy )™\ % Ty )

v, O0vy, v, Jdv, dv, O0v, v, 0Jv,
<6y_az>dy_<az_ax @l \ay "oz )T ox e )=

1
Ag-dr =7-rotyxdr = xdr

A sebességtér orvenyessége €s a folyadékrészek () forgasi szogsebesseége
kOzott szoros kapcsolat van.
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{ | SEBESSEGVALTOZAS A GYAKORLATBAN

jill

Tegyuk fel, hogy a sebességtér: v =4y -i vagyis v = v,(y)

Elemi hasab:
y . . [dx
dry =dx-i+dy-j= ]
_[—dx - - = ldy
dr, = dy ] f/
> X

dx
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T | SEBESSEGVALTOZAS A GYAKORLATBAN

e 4
Fejtsuk ki: Ov. Ov. O >7/
ax 0y 0z ——7/
D = dv, Jv, Jv, _ [O 4] :_7—7
= dx Jdy 0z 0 O
dv, Odv, Jv, :r? >
| dx Jdy 0z A sebessegter: v=4y-i

0v, 0v, Ov, 0dvy, 0Jv, 0v,]
dx Jdx 0dy Odx 0z 0x
dvy, 0vy, 0dv, 0dv, Jv[ 0 2
dx dy 0dy dy 0z 0dy 2 0
v, 0v, O0v, O0vy, 0Jdv, OJv,
| 0x 0z Jdy 0z 0z 0z

| =
S
<

>
|
+

ov, 0vy, 0v, 0V,

0 dy dx 9z Ox
1 |0vy, O0v, v, 0v, 0 2
Ag == _ 0 _ — ]
= 2 |ox Oy 0z 0y -2 0

 dx 0z Jdy 0z ] AMO2 — Miiszaki aramiastan 1. - Dr. Szente Viktor
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| SEBESSEGVALTOZAS A GYAKORLATBAN

Deformacio:

A sebessegtér: v=4y-i
dr. — —dx f/
= dy

z
{ ‘dy [ |
> X o > X
i \

dvs;

— dv
dx A Zs4
dvss
[0 2
4s = 2 0
— 1 . _ [0 21 [dx] _2-dy
dvs; = As - dn = 2 0 d)’]_lz-dx
0 2 '—dx] 2-dy
d = A d = =
B2 =502 = |5 o] | dy [—2~dx
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| SEBESSEGVALTOZAS A GYAKORLATBAN

Rotacio:

A sebessegtér: v=4y-i

y dry = dx] y
—dx ~ |dy dv
dr =[ ] Va2
; v fk/ r"\t‘\ dva,
[ |
Lo

dx ~Tdvg,
0 2
do=|_, o]
0 21 [dx 2-dy
dzﬂl = éﬂ . dr = 5 0. . dy] — 9. (:1yx
0 21 [—dx 2 - dy]
vz =da-dz = | _, | dy]= 2-d2c]-
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T | A TELJES SEBESSEGVALTOZAS

v(r+dr) v(r)+D dr—v(r)+A dr+AQ dr :F

Parhuzamos elmozdulas //

Deformalddas
Elfordulas

‘*

Ennek megfeleléen:

As  Alakvéltozasi sebesség tenzor -

Ao Orvénytenzor

Ha D szimmetrikus, akkor AQ = 0, vagyis rot v = 0, ekkor létezik a
sebessegternek potenC|aIJa (P), amire igaz, hogy v = grad¥

AMO2 — M(iszaki aramlastan |. - Dr. Szente Viktor



18

Ty | KONTINUITAS

Zart feluleten a tobbletkiaramlas: qy = jzdé qm = jpzdé
A A

Tobbletkiaramlas: a feluleten belul (= a térfogatban) a slriség valtozik.

0
Ez a valtozas: j a—i aVv

74
Ha a tomegaram pozitiv, akkor tobb aramlik ki mint be: a térfogatban fogy a tomeg,

a slrdseég csékkenf vdA = f—dV

. dp
divpv dV = —j —dV

Gauss-Osztrogradszkij tétel alapjan: f prdA = j ot
A |4

vV

3
Innen: jdwpvdv+f—dv—o—j(divpg+a—’t)) dv
|4
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Ty | KONTINUITAS

. dp
J divpv+—|dV =0
v — 0Ot
dp

Ez akkor igaz, ha: div pv + T =0

A divergencia a derivalasi szabalyok szerint felbontva: div pv = v grad p + p divv

) d

Atrendezve: a—i + v grad p = —p divv
\

Lokalis valtozas, az id6 figgvényében —)

Konvektiv valtozas, azért valtozik mert A-bdl B-be jut

G
<«

Ha A-bol B-be eljut, akkor p,-nak addigra pg-vé kell valtoznia.

A véltozas értéke: gradp-ds ahol ds =v-dt  ezért avaltozas: gradp-v-dt

Mivel egységnyi id6 alatti valtozast vizsgaljuk, ezért marad a: v grad p
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Ty | KONTINUITAS

. , , d d
Az el6z6eknek megfelelben a slrliség teljes valtozasa: d—': = a—i +v - gradp
dv
Ugyanez sebességtérre: v = v(r, t) d—; =7
X iranyu sebességkomponensre:
dv, 0v, v, av, dv, av,
I - o +v - gradv, = 5t + v, Ix + vy 3y + v, e
[0V, av, v, v,
ot Ty Ty Ty,
dv [dv, vy, vy, dvy| 0dv
at | T Ty 2%, —a@ﬂ\
dv, dv, dv, dv, , .
—= —= —= Konvektiv gyorsulas
ot T ox "Wy TV, &

Lokalis gyorsulas

AMO2 — M(iszaki aramlastan |. - Dr. Szente Viktor



21

Ty | KONTINUITAS

Példa: konfuzorban a stacioner aramlas sebessége 4 m/s-rol 6 m/s-ra

nd egy 0.5 m-es szakaszon.
Gyorsulas: csak konvektiv, csak X iranyu komponens.

L 1 m
Eredmeény: ayony, = 5? : 4§ = 205_2
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