és: Mozgasegyenlet

m-a  Egységnyi tomegre hato erd = gyorsulas

lsmeét

F

dv
F+ 9= dt Fellleti (szomszédos részecskétdl) + térerd = sebességvaltozas

Elemi folyadékrész

7 T, Y @ sik normalisa, x a feszlltség iranya
A
F F A
T=—>F=r1"
A

yA4n
%

E, = (Jx(x + dx) — Jx(x))dydz + (Tyx(y + dy) — Tyx(y)) dxdz +
+(1,2(z + dz) — 1,,(2) )dxdy

v
<




dz

E. = (Gx (x + dx) — Jx(x))dydz + (Tyx(y + dy) — Tyx(y)) dxdz +
+(sz (z+dz) — 1, (Z))dxdy

dx

X

v
<

do
Mivel  o,(x + dx) = o, (x) + a—xxdx

£ = (2% 4 Y avaz + (P22 4y ) dxdz + (2% a7 ) dxd
' — axx yZ ay:y.XZ azzxy

Egységnyi tomegre haté er6: F.._ = b — Fy
M dm o pdxdydz
1 do 0t o0t
Eem = p?ﬂ( ( al HK+ yx?ﬂ(+ zx a“{()



dy
X
Innen:
dv 6v+D
de ot =
X iranyban kifejtve:
0V, 0V, 0V,
+ +—=
ot ox " ay

Ux
® = |t
— T,

1 - D
=g+—@
— p —_—

+6v
Yy 0z

Y

00,

0Ty

0T,

0x
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dy

0z

)

1 (do ot
Eem =~ =+ =
p \ 0x 0z
E _1 o -V
-m ,0 —
"y d d o0
V=
— |dx 0Jy oz
Tyx Tzx
Oy sz‘ feszliltségtenzor
Tyz 0y
4 Mozgasegyenlet differencial alakja



Feszultségallapot és sebességtér jellemzbi kozotti kapcsolat

Newtoni kbzeg: 7~ % azaz a feszultség aranyos a deformaciosebességgel.
vy,
Elemi folyadékhasab: vy + de
A y vy B
- da)) |
| » X
———————— / do: dt id6 alatti elmozdulas miatt
-\/’ dx }JII
dy |¢/ /
! V.
Sr— = AN . sebességkilonbség: — dx
\ AN 0x
dp i x e L .
y+dy dt id6 alatti kiilonbség a két  dv,,
do 7 . L . ] —=dx - dt
végpont elmozduldsaban: Ox
vy,
g elmozdulasbeli kiillonbség ; 7, ax=dt  Jv, " g AV, "
a: : = = =—=
két pont kozti tavolsag * - 0x p dy
ov ov
Yy X
—=ot + = dt.
dy =da+df és dy _ ox oy ~~_ ovy + 0vx

dt [> dx  0dy



dy 0vy N AV,
dt odx 0dy

dy ) dy, vy,  0v,
Mivel T =H: ezért Tylel'%:ﬂ'<ax+ay>:'[xy

A hasab egy éle iranyaba mutaté csusztatofesziiltségek megegyeznek, azaz
a fesziltségtenzor szimmetrikus.



1
Statikus nyomas: f6fesziiltségek atlagabdl:  Pstat = 3 (Ux + o0y + Uz)

Negativ elGjel: mert a (huzd)fesziiltség és a nyomas ellentétes iranyu.

!/

Oy = —D + o, Statikus nyomasbdl+alakvaltozasi sebességhdl addddan.
Alakvaltozas miatti csusztatéfesziltséghbdl felliletre mer6leges huzdfesziiltségek is keletkeznek.

Deformacio kovetkeztében keletkez6 feszliltségek meghatarozasa:
abra sikjara merdélegesen egységnyi hosszusagu hasab:

Aa -2 N
Eregyensdly: B-Aq -7 -— = 04, - ha - V2
Aa RS
T T = 0p,

/r



Ax: nyulas dt id6 alatt.

dv dv
Ax = —=dxdt = —=-Aa-V2-dt
d0x dx
> Ax  0vy A V2 gt
2 0x ¢ 2
= O Aa - dt
pp = Ox a
;o dy
Mivel T =0y, €s T=H'E
, dy av,
O-1x=ﬂ5=2'ﬂ'a
9,
Ha csak tagul: minden iranyba egyforman deformalodik: Oy = Yy = Iy
dx Jdy 0z
dv 1 dv, Jdv, dv
a—; = §divy mert divv = 6; + 6; + azZ



Tehat az X iranyu huzofesziltséget okozd deformacidsebességet az aldbbi kifejezés jellemzi:

Oy helyett i di
0x ox 3°7F
ovy 1 .
Innen a deformacié miatti huzéfesziltség: g, = 2u o §dwy

Azaz: tagulas (slrlségvaltozas), és a kozeg egyéb, slirlségvaltozastdl fliggetlen deformacidja

esetén:

v, 2

0, =—p+o,=—-p+ 2‘“6_; — §,udivy innen a feszultségtenzor:
[ v, 2 dvy, 0vy v, Jv,
PG T gHdivy “'(ax+ay “\ 9z T ox
v, Jv v, 2 dv, Jv
CI) = . 4 X — 2 _y - ; . Yy Z
2= (6x+6y> I e (6z+6y

v, 0Jv, dvy, 0v, dv, 2
. . — 2 —_— /
H (az+ax> H (az+6y pt2us, —gHdvy

A feszultségtenzor szimmetrikus.




__p + 2#% — %,udivy e (a(;;‘ n a@?) i (aavzx N ‘?j:)
| W) et b (202)
() ) b
Felbonthato: egysegmatrix 0v, 0v, 0v, O0vy, 0v, 0v,]

ox ox oy  ox o0z  ox

6 0 9] 9]

- —,udwv . # vy, N ov, 0dv, N v, 0dvy, N v,
dx dy dy dy 0z 0dy
v, 0v, 0dv, O0Jvy, 0dv, OJv,

+ + +
alakvaltozasi sebesség tenzor ox oz 0y 9z 0z 0z |

Feszliltség és alakvaltozasi sebesség kapcsolata linearis (newtoni foly.).

M : I 4y 0v+D +1 oV
ozgasegyenlet: It o T 2 v=yg p = =

Mozgdsegyenlet legdltalanosabb alakja newtoni kdzegekre, X irdanyban:

v, 0v, oV, AV,
ot Tox x T oy o, v

B 16p+1 d 5 ov, 2 i 9] avy+avx +6 avx v,
— Ix pdx  plox Hox —3HHE ay“ dx  dy oz "\ 8z T ox




Mozgasegyenlet legaltalanosabb alakja newtoni kozegekre, X iranyban:
ov, 0V, v, v,

ot T ox X Ty Wt V2 T

B 16p+1 0 ) v, 2 di +8 avy+0vx +0 va_l_avz
— 9x pox plox Hox —3HHVE ay“ dx  dy oz * '\ oz T ox

Ismeretlenek: vy, vy, v, p, p, U

6 ismeretlen, 3 egyenlet (X, Y, Z iranyd mozgasegyenlet)
+1: folytonossag

p, p meghatarozasa, pl. gaztdrvény segitségével
de: Ujabb ismeretlen: T

+1: viszkozitas és h6mérséklet kozti osszefliggés (anyagjellemzd)
+1: energiaegyenlet (kés6bb)

Vagyis: 7 ismeretlen, 7 egyenlet — elméletileg megoldhatd.

Gyakorlatban: csak korlatozott szamu esetben. Vagy: egyszer(lsitések, kozelitések.



Tegyuk fel, hogy a viszkozitas és a slirliség is dllandd. Ha p = all. akkor divv = 0 (kontinuitas)

1(0 5 v, 2 +6 avy+avx +0 avx
pax K ox z ay“ dx  dy 9z H

_uf 0%v, 0%v, 0%v, 0%, 0%,

B p(z 0x? T 0y? +6y6x+ 072 +azax> N / divv = 0
d0%v, 0%v, 0%, d (|ov, 0dv, av,
‘V<ax2 Ty T a2 )”ax ox oy oz T

0%v, 0%v, 0%, _
=V<ax2 + 57 +=— innen:

oV, 0, OV, 0V, 10p 0%v, 0%v, 0%,

X: — — Ty = R
ot | ox vx+0yvy+az Yz = Ox p6x+v 6x2+6y2+622
dv, Jv v v 10p d%v, 0°%v, 0%v
y: y y avy vy _ _10p y y y
ot Tox Tty T o, 2= 9 p0y+v<6x2+6y2+022
ov, 0v, oV, ov, 10p 0%v, 0%v, 0%y,

Z: —= —Z . = —_
0t+6xvx+ayvy+0zvz Yz paz+v 0x2+6y2+622



/X' avx+avxv +%v +%v = —la—p+v azvx+azvx+azvx\
o9t ox Y oy Y o9z % Yx p 0x dx%2  dy?  0z?
dv, Jv v v 10dp d%v, 0%v, 0%v
y: y y ovy Yy _ 0P y y y
ot ' ox ”x+ay”y+az Yz = Gy p6y+v<6x2+0y2+022
ov, 0v, v, v, 10p 0%v, 0%v, 0%v,
Z: —= — 2y =g, — ——
\ ot “ax x T dy Uyt o V2= 9z p 0z Vo T 0y = 0z2 /

Navier-Stokes egyenlet

4 ismeretlen van: vy; vy,; v,; p — kell még egy egyenlet: Kontinuitas.

O0ve Oy 0% _ o A11), vagyis: divw = 0
= a p = all.), vagyis: divv =
ax | 9y | 0z p BYIs: b L

Vektoridlis alak:

d2_62+D _GE_I_DT +(D DT) _ 1 dpty. A
at o T2r=g L v+ 2-0 ) v=g-Jgradptv-Av
divv = 0

Av = gra—r_otr_otg = —rotrotv



0v, 0V, 0V, [ 0V, vy,
dx OJdx Ox v vx-a+vy-§+vz
v, 0v, Jv x dv dv
DT P — X Y Zl. v, | = X Y
z L dy 0y 0dy vjzl Vx dy T vy dy TV
dv, 0v, 0Jv, OV, vy,
dz 0z 0z vx.g-l_vy.E-I_UZ
[0 (vi+ vy +vZ\]
0x 2
0 (vi+vy+v; v?
= ay< > = grad7
0 (VE+vi+vZ
|0z 2

D-D"=2-4q

Ag-dr =J10ty X dr > 240 v =10tV XV =~V XT0tV




v _9% | pr +(p-DpT) 0% rad o xrotv=g—tgradp+v-a
== +D" v+ (D-D") - v=—r+grad— —vxrotv=g——gradp+v-Av

©

dt 2 p

Navier-Stokes egyenlet vektorialis formadja
(feltételek: p = all., p=3all., newtoni kozeg)

ov v? 1
5, tgrad—-—vXrotv=g——gradp—v-rotroty

Euler egyenlet = Navier-Stokes, a 6. tag nélkdl.
Euler egyenlet fennall az alabbi esetekben:
- Potencialos aramlas: rot v = 0, ekkor a 3. és 6. tag zérus, vagy

- Alland6 6rvényesség: rot rot v = 0, ekkor a 6. tag zérus.

llyenkor a surlédasnak nincs szerepe, az aramlas surlddasmentesként viselkedik.



