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Ismétlées: matrixmuUveletek

/s al b]_
[ Szorzas |:a2] . b2 = a’l . bl + az . bZ + a3 .
as b3

x1 x2 X3 a1 x1 . a1 + xz .
Yi Y2 }’3‘ . [azl = [}’1 "a;t Yy
Zpy Z3 as A1

Zl ‘a1+Z2'

az’b3_a3‘b2
a3-b1—a1-b3
a1°b2—a2-b1

, ai b
* Keresztszorzas [azlx b,| =
a3 b3

* Transzponalas: f6atlora tlikrozeés

bs

a,+x3 - as
az+ys - as
a2+Z3 *dj

|



Kis folyadékresz mozgasa
‘/ dr

/ r_— >
7/ //"/[+d[

Hogyan mozog az elemi méretd folyadékhasab?



/
r_—
,//r'/£+d[

v

v(r+dr)=v(r)+D-dr

IS

dv, 0v, 0v,]
dx 0Jdy 0z
dvy, 0dv, 0Jv,
dx dy 0z
v, Jdv, 0Jv,

| dx Jdy 0z

Derivalttenzor



> / Derivalttenzor felbontasa:
7 1 1
J T D=>(D+D")+5(2-D)
1 i r+dr B — E—
" 1. tag 2. tag
vy 0vy 0V v, 0vy, v,
ox dy 0z ox Ox Ox
D= dv, 0dv, OJv, DT — v, 0vy, 0v,
= |ox 0dy 0z = dy 0dy 0dy
dv, dv, Jv, dv, 0v, 0Jv,
| dx dy 0z Ldz 0z 0z

[0V, N v, 0V, N vy, 0vy N ov,]
dx Odx 0dy O0x 0z 0x

1 |dv, Odv, dv, Jdvy, Jv, 0Jv, _ _
1. tag: As =2 3¢ + 3y 3y + 3y oz + 3y szimmetrikus
av, N v, 0dv, N dv, 0v, N v,
| d0x 0z dy 0z 0z 0z




> / Derivalttenzor felbontasa:
J 1 1
WA D=5(2+D")+5(2~D")
1 > -, B — —
" 1. tag 2. tag
vy 0vy 0V v, 0vy, v,
ox dy 0z dx Ox Ox
D - dv, dv, O0v, DT — dv, 0v, 0v,
= |ox dy 0z = |dy dy 0y
dv, dv, Jv, dv, 0v, 0Jv,
| dx dy 0z LJdz 0z 0zA
[0V, x 0V, 0v, 0v, O0v,
dx 0dy O0x 0z 0x
A - 1 |dv, Odv, dv, Jdvy Jv, OJv,
2.8 L0757 T oy )//a: 9z 9y
dv, Jdv, OJv, Ovy av, -
| d0x 0z Jdy 0z 0z |




Derivalttenzor felbontasa:

(0 +07) +5(2-07)

i I_ D=3
v L = redr - L
" 1. tag 2. tag
0V, 0y 0V [0V, avy v,
dx Jdy 0z 0x d0x
dv, dv, O0v, |0V Ov, 0v,
D = D! =
= dx dy 0z = dy dy
dv, dv, Jv, dv, 0v, 0Jv,
| dx dy 0z L 0z 0z -
0 0V, B vy, 0v, 0v,]
dy Ox 0x
1 |[dv, Ov v, 0Jv
. A =-—-| 2L X 0 Y z
2. tag: =272 | ox dy dz 0dy
dv, 0dv, 0Jv, OJv,
| 0x Jdz Jy 0z

antiszimmetrikus



Ismétlés: rotacio

0 dv, 0y
dx ; dy 0z
0 X ov, 0v,
rotv=VXv=|—|X|Vy|= -
— - T — |0y v, 0z 0x
0 dv, 0v,
19z | 0x  dy |

5




Vagyis:

0 v, 0V
dx ’ dy 0z
0 X ov, O0v,
rotv=VXv=|—|X|Vy|= —
- T T |9y, 0z  Ox
0 dv, 0vy
107 | 9x  dy .
0 0V, B vy, 0vy B oV,
dy 0dx 0z 0x
1 |0v, Ov, vy,  0v,
AQ - = - O — =
= 2 |0x 0y dz dy
v, B v, 0Jv, B vy, 0
| d0x 0z Jdy 0z

N =

5

(rotv),

—(rotv),

—(rot v),

(rotv)

(rotv),, |

~(rotv),




0 v, 0v, 0v, 0v,]
dy O0x 0z O0Ox
y 1 (ov, oOv, 0 dv, 0Jv, p Ellx
—_ = —_— — 'r' -
Z0 ox  dy 9z 0y - d3Z’
dv, Odv, Odv, OJv, 0
dx dz Jdy 0z
dv, 0dv, ov, 0v,
9 x+<ay_ax>'dy+<az_ax> dz
1 |[0v, OJv, y 0,
éﬂ'd[-i' ax_6y> dx + Q0 y+<az_8y dz|=
v, 0v, dv, 0Jv,
ox 0z x+<6y_az dy +0.d7

N | =
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Aqg-d _2
2o 0L =5

(0v, Odv,
< 0z  0x

dvy, 0vy
( ox  dy

dv, 0Jv,
( dy 0z
[(dv, Ov
< dy Ox

vy,  0vy
( ox  0Jy
(6172 v,

dv, 0vy ]
o < ox 0y ) Y
B (6172 B avy> o
dy 0z
v, Jdv, p
Y™ \oz " ox )"
v, 0Jv,
dy+<az — ax)-dz
v, Jv
y 9z}
dx + < e 6y> dz
dv, 0Jv,
dx+<6y — aZ>-dy_

[0V, B v, iz + av, B v,
dz  0x dy 0Ox
v, B 0V, d + v, B v,
ox 0dy 0z  dy
v, O0vy v+ 0v, 0vy

\dy 0z dx 0z
1

=5 rotyxdr=0Qxdr




Gyakorlatban:

Tegylk fel, hogy a sebességtér: v = 4y - i vagyis v = v,(y)

Elemi hasab:
. . dx
_dx] X dry =dx-i+dy-j= dy]
dr, =
dy

o

K




Fejtsuk ki:

0v, 0v, 0v,]
dx 0dy 0z
D - dv, 0Jv, 0vy 0 4
= |ox dy 0z 0 0
dv, dv, 0Jv,
 dx Jdy 0z
[V, N v, 0v, N dvy, vy N v,
dx Jdx Jdy Ox 0z 0x
As:1° avy+avx avy+avy avy+avz _[0 2
= 2 |0ox 0dy dy 0dy 0z O0dy 2 0
v, N v, 0dv, N vy, 0v, N v,
 d0x 0z dy 0z 0z 0z.
0 v, 0v, 0v, 0v,]
dy O0dx 0z O0Ox
1 avy avx avy avz 0 2
Ag =5~ — 0 — = ]
= 2 |ox Oy 0z  0dy -2 0
dv, 0dv, O0v, OJv, 0
| d0x 0dz Jdy 0z



y _[dx
d _[—dX] A dr, = dy]
= dy
o
\\ - X
dx
0 2
4s = 2 0
0 21 [dx 2-d
dv :éS'dﬂ:_z 0_°dy]= y
0 21 [—dx
dBS =és'd7_ﬂZ=_2 0_. dy]:

Deformacio:

A sebességtér: v =4y - i

—2-dx

dvs,

<<




Rotacio:

A sebességtér: v =4y - i

y _[dx y
_ [—ax 4 dn = d)’] dva, 4
dr, = dy gt S
/ Tt
‘dy / /
>X V4 /
\\ £1 4
dvas \\v. L
dx T dvg,
0 2
da=|_, ¢
0 21 [dx 2-dy
dva; =da-dn=| , g dy]: —2-c}l]x-
0 21 [—dx 2 -dy]
dvaz =4a-dn =|_, | dy]= z-dz-




v(r+dr) v(r)+D dr—v(r)+A dr+Aﬂ dr

Parhuzamos elmozdulas //

Deformalddas
Elfordulas

Ennek megfelel6en:

As  Alakvaltozasi tenzor

Ao Orvénytenzor

Ha D szimmetrikus, akkor AQ = 0, vagyisrot v = 0, ekkor létezik a sebességtérnek

potenualja (W), amire igaz, hogy v = grad¥




Kontinuitas

Zart fellileten a tobbletkiaramlas: qQy = jy dA qm = jpy dA
A A

Tobbletkiaramlas: a fellileten belll (= a térfogatban) a srlség valtozik.

e s "dp
Ez a valtozas: j —dVv
Jt

4
Ha a tomegdram pozitiv, akkor tobb daramlik ki mint be: a térfogatban fogy a tomeg,

a slir(iség csokken: j.pv dA = _f—dv
A v Ot

Gauss-Osztrogradszkij tétel alapjan: Jpg dA = Jdiv pv dV = —j a—lZdV
A 14 1%

. dp . dp
Innen: jdwpvdV+J—dV=O=j divpv +——| dV
v - y Ot v — 0Ot



Kontinuitas

. dp
J divpv+—|dV =0
v — Ot
dp

Ez akkor igaz, ha: div pv + F =0

A divergencia a derivalasi szabalyok szerint felbontva: div pv = v grad p + p divv

) ap .
Atrendezve: T +v grad p = —p divv

S~

Lokalis valtozas, az id6 fliggvényében —)
Konvektiv valtozas, azért valtozik mert A-bdl B-be jut

A
«

Ha A-bdl B-be eljut, akkor p,-nak addigra pg-vé kell valtoznia.

A valtozas értéke: gradp-ds ahol ds =v-dt ezértavaltozas: gradp-v-dt

Mivel egységnyi idG alatti valtozast vizsgaljuk, ezért marada Y grad p




Kontinuitas

d 0
Az el6z6eknek megfelel6en a s(irliség teljes valtozasa: d_/: = 6_/: +v - gradp
o dv
Ugyanez sebességtérre: v = v(r,t) d—; =7?
X iranyu sebességkomponensre:
dv, 0v, v, 0v, v, v,
= tv - .-gradvy,=——+ v, —+Vv,—+ v,
dt ot = LN T Ty Ty, T2y,
[0V, av, v, 0V, ]
- TVt Uy VU,
ot *ox Yoy ?oz
dv |0dv v dv dv dv
v y y y y =
—— =TtttV =—+Dv
dt ot *ox Yoy Zoz ot :—\A
dv, av, av, v, , .
+v.—2+v.—Z 4+ Konvektiv gyorsulas
Lot Y*ox Yoy %oz

Lokalis gyorsulas



Kontinuitas

Példa: konfuzorban az dramlds 4 m/s-rél 6 m/s-ra n6 egy 0.5 m-es

szakaszon.
Gyorsulas: csak konvektiv, csak X iranyd komponens.

dv
Dv= vx'éj?

vy _ 6—4 — 41 Kozelités!
ox 0.5 S

Eredmé =5— 4—1—20—
re eny: a = . =
Y konv S S 52



