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Aeroelasztikus jelenségek és dinamikai terhelés

Az aeroelasztikus jelenségek értelmezéséhez tekintsiink példaként egy repiilégép szarnyat.
A szarny a rajta ébredd terhelések hatdsara 4ltaldban rugalmasan deformalddik. A
deformacio miatt megvaltozik a szarny alakja, illetve a deformacié idébeli valtozasa alapjan
értelmezziik a deformdcié sebességet is. Ezek a tényezdk befolyasoljak, megvaltoztatjdk a
szoban forgd szarny terhelését. Ezzel egy kolcsondsen oOsszefiiggd jelenség csoportot
talaltunk — a légerdk, a tehetetlenségi erdk és a rugalmas erdk (illetve ezen er6k nyomatékai)
egylittes hatdsdra el6allé folyamatot nevezziik aeroelasztikus jelenségnek. Természetesen
igen sokféle aeroelasztikus jelenség létezik.

A szerkezetekben ébredd tényleges igénybevételt az id6ben valtozo deformacié hatdrozza
meg. A deformdcio alapjan szadmitott terhelést nevezziik dinamikai terhelésnek. Ez azért
fontos, mert ez a valdban létrejové terhelés, illetve igénybevétel. A dinamikai terhelés
alapjan pedig, az igénybevételek pontosabb ismeretében a szerkezetek viselkedése (akar a
torés, akar a kifaradds szempontjabol) nagyobb biztonsaggal becsiilhet§, mint a
hagyomanyos mddon szamitott terhelésnél alapjan.

Az aeroelasztikus jelenségek €s a hozzajuk kapcsolodd dinamikai terhelések igen széles
teriiletet Olelnek at. E teriiletek mindegyikével foglalkozni, tobbszor még az emlités szintjén
sem lehetséges. A kovetkezOkben valogatott alapismereteket kozliink, azonban tényleges
alkalmazas esetén ezeket is jelent6sen boviteni sziikséges. E tekintetben, az
irodalomjegyzékben szerepld, illetve a tovabbi, ezzel a teriilettel foglalkozd szakirodalomra
utalhatunk csak.

Egy példaként megemlitjiik az aero-termo-elasztikus jelenségek kérdéskorét: ez a teriilet a
repiilési sebesség novekedésével, az aerodinamikai felmelegedés jelentdssé valdsaval lett
meghatarozd fontossagtiva a nagysebességi repiilés teriiletén. Egy masik, modern tertilet —
amelyet szintén csak megemlithetiink — az aero-szervo-elasztikus jelenségek targykore. A
modern repiilésben a fedélzeti vezérlési és szabalyozasi rendszerek jelentdsége meghatdrozo.
Egyrészt ezek a berendezések képesek lehetnek alkalmasan befolydsolni a repiil6gép
szerkezetének vagy az egész repiilogépnek a viselkedését. Masrészt ezek a berendezések
maguk is rendelkeznek sajat dinamikai jellemzdékkel. Egy-egy konkrét vizsgalatban a
repiilégépet €s a vezérlési valamint szabdlyozasi rendszereit — a lehetdségek keretein beliil —
komplex egységként kell vizsgalni.

Az aeroelasztikus jelenségek, illetve a hozzajuk kapcsolddo dinamikai terhelések nem
csak a repiilésben birnak igen nagy jelentéséggel. Valdjdban minden, rugalmas szerkezet
esetében fontosak, amelyre kozegerdk hatnak. A sok példabdl kiemeljiik a hidakat, amelyek
vizsgalataban ez kiemelkedden fontos tertilet.

Nyomatékosan hangsulyozzuk, hogy a dinamikai terhelés nem jelent feltétleniil nagyobb
terhelést — ez egy, a hagyomdnyos modon szamitottndl pontosabb terhelés eloszlas, illetve



Bevezetés

lefutds lesz, amelynek a legnagyobb értéke akdr kisebb, akdr nagyobb is lehet a
hagyomanyos mddon szamitott terhelésnél. Amennyiben a dinamikai terheléssel szamolunk,
akkor el6szor is elhagyhatjuk a korabbi vizsgalatba emiatt bevett biztonsagi tényezdt,
masodszor a terhelések szerkezeten torténd eloszldsanak ismeretében (pontosabban)
meghatarozhaté a legnagyobb igénybevétel helye is, harmadszor a terhelés lefutas alapjan
terhelési spektrum allithatd 0ssze, ami a kifaradasi vizsgalatokhoz nélkiilozhetetlen.

Az aeroelasztikus jelenségek ugyan egyiddsek a repiiléssel, a jelentdségiik azonban
folytonosan nd, mivel a repiilési sebesség novekedésével, az egyre karcsubb szerkezetek
alkalmazasaval, illetve a modern vezérlési és szabdlyozasi rendszerek elterjedésével
hatvanyozottan valnak egyre fontosabba. Az aeroelasztikus jelenségekkel - a repiilés korai
szakaszaban még ismeretlenek 1évén - nem szamoltak. Erdekességként emlitjiik meg, hogy
[3] szerint 1903-ban, Samuel P. Langley repiil6gépének szarnya minden bizonnyal szarny-
divergencia kovetkeztében tordtt el. A Fokker D-8, 1917-ben épiilt vadaszrepiilégépek
szarnya pedig — nagy valdszintiséggel — flatter kovetkeztében ment tonkre.

Az aeroelasztikus jelenségek tanulmanyozasakor az I.1. dbra szerinti harom erdéhatasnak
megfelelden a kinetika, a szerkezeti mechanika és az aerodinamika egyidejq, illetve egyiittes
alkalmazdsa sziikséges. Ezért e problémak tanulmanyozasa komoly erdraforditast igényel.
Mar itt is megjegyezziik, hogy napjainkra tobb, nagy numerikus szoftver is rendelkezik
aeroelasztikus megoldo blokkal - ezek magas igényeket is kielégitd megoldasok
meghatarozasara alkalmasak. Ugyanakkor ezeket a szoftvereket igen elévigyazatosan kell
kezelni, mivel nagyon sok mulik az alkalmazon (pl. a hal6zas modja, a halozas stirtisége, a
peremfeltételek megaddsa, az anyagjellemz6k megadasa stb.) — itt konny(i hibat elkdvetni.

A bevezetd lezarasaként hangsulyozzuk, hogy az elméleti vizsgalatokat lényegében
mindig kovetnie kell a gyakorlati ellendrzésnek, kisérleteknek, a megfelel¢ fazisban a
kisérleti repiiléseknek. Egyes jelenségek vizsgalata elméleti modszerekkel nem lehetséges,
vagy nem célszerti: ezeket a jelenségeket — kell6 el6vigydzatossaggal — kisérleti
modszerekkel kell vizsgalni, illetve az el6fordulasuk valoszinliségét a megengedett {izemi
tartomanyban elfogadhatoan kicsire csokkenteni. Tipikus példa erre a razas-lobogas
(buffeting), az az aeroelasztikus jelenség csoport, melynél a rezgést, lengést egy masik, a
repiilégép koriili aramlasban kordbban elhelyezkedd elemrdl torténd levalasbdl szarmazd
orvény vagy lokéshulldm gerjeszti. Mivel az ilyen gerjesztések intenzitdsanak valtozasa
sztochasztikus jellegli, azért ezeket a jelenségeket szamitdssal kovetni igen nehéz.
Amennyiben ilyen jelenségre szamitani lehet, akkor ezt kisérletileg célszer(i (kell) vizsgalni.
Illetve a kisérletek alapjan kell olyan szerkezeti elrendezést kialakitani, ahol ezek a
jelenségek mar — elfogadhato valoszintiséggel — kizarhatok.



I. Az aeroelasztikussag alapjai

Az aeroelasztikus jelenségek és a dinamikai terhelések elemzésekor altaldban az
aerodinamikai, a szerkezeti és a tehetetlenségi erdket vizsgaljuk. Ezt szemlélteti az 1.
abra, amelyen a Collar féle er6haromszog hagyomanyos alakja, illetve a jobb oldalon az
altalunk mddositott valtozat lathato:

I.1. abra: Collar féle er 6haromszdg — hagyomanyos (balra) és kiegészitett jo  bbra)

Az 1.1. dbra bal oldalan a harom korben az aerodinamikai (A), a rugalmas (R) és a
tehetetlenségi (T) erdk lathatok. Az aerodinamikai erékbe beleértendd az aerodinamikai
csillapitds, amit azonban a jobb oldali dbran kiilon kihangstulyoztunk (A+CS). A jobb
oldali dbran a rugalmas erdket is kiegészitettitk a szerkezet altal kifejtett csillapitd
er6kkel (R+CS). Ezt a csillapitast a késébbiekben ugyan elhanyagoljuk majd, mivel a
hagyomanyos szerkezetek esetében a tobbi er6hoz képest az értékiik kicsi. Mas —
altalunk nem targyalt — esetben azonban ez igencsak lényeges lehet. Modern
szerkezetekben sok helyen kompozit anyagokat alkalmaznak, ezek belsd csillapitasa
jelentds, gyakran rezgéscsillapitasra is felhaszndljak Oket. Meg kell emliteni még az
elasztomer anyagokat - ezek nagy hiszterézisi anyagok és els6dlegesen
lengéscsillapitasra haszndljak Oket. A méretezésiik soran vizsgalni kell az altaluk
felemésztett energia kovetkeztében el6alld felmelegedésiiket: ennek nem szabad egy
bizonyos, az anyagjellemz6k kozott adott homérsékletet tallépni. Vagyis az
anyagszerkezeti csillapitdst — modern szerkezeti anyagok alkalmazdsa esetén -
feltétlentil figyelembe kell venni.

A csillapitds és rugalmassag kapcsan meg kell még emliteni a repiilégépek
futémiiveinek rugos tagjait is. A legegyszertibb esetben ez alkalmas anyagbol késziilt
lemezrugd, viszonylag kis csillapitassal. Gyakran alkalmazzdk az olaj-levegds
rugostagokat, amelyekben hidrodinamikai csillapitas mellett fontos szerepet jatszik a
kompresszio, illetve az expanzié folyamat kiilonbozdsége. Az acélrugds rugodstagban
pedig a Coulomb surlodas kovetkeztében (is) 1étrejon csillapitas.

A kovetkezdkben a fent felsorolt csillapitdsok koziil - az egyszerliség kedvéért - csak
az aerodinamikai csillapitds hatasat vizsgaljuk. Ennek megfelel6en elegendd a 1. dbra bal
oldali részét tekinteni. Ezen rémai szdmmal jel6lve, négy rész teriilet lathato. E tertiletek
alapjan az aldbbi rendszert vezetjiik be:

I.  Ide tartoznak azok a jelenségek, amelyeknél a tehetetlenség elhanyagolhato, a
légerdk és a rugalmas erdk hatasa alatt kovetkeznek be. Ezeket aperiodikus
aeroelasztikus jelenségnek nevezziik; tipikusan ilyen a divergencia, a
reverzalds vagy a statikai stabilitas valtozasa.
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II. Ide tartoznak azok a jelenségek, amelyek a légerdk és a tehetetlenségi er6k
hatasa alatt kovetkeznek be, itt a rugalmassag hanyagolhato el — ide tipikusan a
merev repiilégép mozgasa tartozik.

III.  Itt a rugalmas és a tehetetlenségi erdk hatasa jelentds a légerdk
elhanyagolhatdk — ez a mechanikai rezgések, vibracid teriilete. Ide tartozik
példaul a futdémi rugdzasi folyamata is.

IV. Erre a teriiletre azok a jelenségek esnek, amelyeknél mindharom erdéhatés
lényeges. Ezeket nevezziik periodikus aeroelasztikus jelenségnek. Tipikusan
ide tartozik a (szarny) flatter, vagy a razas, lobogas is. Ez a legfontosabb tertilet,
mivel ide sorolandé az 9sszes jelenségkort egyesitd rugalmas repiilégép
dinamikdja is.

A periodikus aeroelasztikus jelenségek vizsgalata soran gerjeszté és csillapito
hatasokkal talalkozunk. A gerjesztd hatasok altalaban a légerdk és a nyomatékaik — ezek
els6 kozelitésben a repiilési sebesség négyzetével ardnyosak; a repiilési sebesség
novekedésekor a sebesség négyzetével aranyosan nének. A csillapité hatasok koziil a
légerdk és nyomatékaik csillapitod hatdsaval szamolunk csak.

Az aerodinamikai csillapitds — amely tehat, kiilonosen nagyobb sebességeken és
klasszikus szerkezeti anyagok alkalmazdsakor sokszorta jelent6sebb, mint pl. a belsé
surlodas hatasa — altaldban a repiilési sebesség novekedésével egyenes aranyban nd.
Feltéve, hogy kisebb repiilési sebességeken a csillapitas jelentésebb, mint a gerjesztés,
ezeken a sebességeken a periodikus aeroelasztikus folyamatok csillapodnak. A sebesség
novekedésével azonban, altaldban megvaltozik a csillapitds és a gerjesztés viszonya,
hiszen a gerjesztés sokkal gyorsabban (a sebesség négyzetével aranyosan) nd. Azt a
sebességet, ahol a csillapitds altal felemésztett energia egyenlé a gerjesztéssel bevitt
energidval, kritikus sebességnek szokds nevezni. A repiilégépeken a kritikus sebességig
csillapodd folyamatokkal taldlkozunk, a kritikus sebességnél ezek a folyamatok nem
novekednek, és nem csillapodnak, a kritikus sebesség felett viszont novekedd
folyamatok jonnek létre — ezek mar veszélyesek lehetnek a repiilégépre.

A csillapitasokkal kapcsolatban megjegyzendd, hogy azok passziv és aktiv jellegliek
lehetnek. A passziv csillapitas a jelenségek természetébdl kifolydan van jelen, fejti ki a
hatdsat. Az aktiv csillapitds, ami egy megtervezett és kiilon kialakitott megoldast jelent,
csak késdbb, a repiildgépek fejlédésének magasabb fokan jelent meg. Az aktiv csillapitast
létrehozd szerkezet a repiilégép, vagy egyes részeinek mozgasat kiséri figyelemmel és
erre az informacidra alapozva, valaszul a lengéseket alkalmas modon csillapitd
eljarasokat alkalmaz. Ilyen, aktiv csillapitasra egy példa a repiil6gép szarnyak hajlito-
csavard lengéseinek csokkentése, korlatozasa a cstir6kormanyok megfeleld, altaldban
azonos irdnyba torténd (kismértékii) kitéritésével. Az aktiv csillapitast, és mas, fontos
feladatokat a repiil6gép erre alkalmassa tett vezérlési valamint szabalyozasi rendszerei
valositjdk meg. A repiilégépek vezérlési valamint szabdlyozasi rendszereinek a
jelentéségét nem lehet eléggé hangstlyozni, fontossaguk folyamatosan névekszik.
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Az aeroelasztikus jelenségeket, a szokdsos mddon, az aldbbi rendszerbe foglalhatjuk:

Aeroelasztikus jelenségek:
Aperiodikus jelenségek (I.1. abra — I. tertilet):
Divergencia (szarny divergencia);
Reverzalas (kormanylap reverzalas);
Kormanyzasi jellemzok és statikai stabilitas valtozasa;
Periodikus jelenségek (I.1. abra — III. és IV. tertilet):
Gerjesztett rezgések, lengések:
Razas;
Lobogas;
Ongerjesztett rezgések, lengések:
Egy szabadsagfoku;
Tobb szabadsagfoku;

A fenti felsorolasban szerepld, ongerjesztett rezgéseket — amint azt a neve is mutatja —
a folyamatbol magabdl kovetkezd gerjesztés tartja fenn. Tipikus példaja a szarny flatter —
a szarny kapcsolt hajlito-csavard lengése — ez, a sziikséges feltételek teljesiilése esetén
egy Onfenntartd, ongerjesztd folyamat.

A fejlédés folyaman a repiilégépek szerkezeti elemei egyre hajlékonyabbak lettek (pl.
a kétfedelli elrendezést a szabadon hordd szarnyak valtottak fel), a repiilési sebesség is
novekedett — igy az aeroelasztikus jelenségek egyre komolyabb figyelmet igényeltek. Az
ennek kovetkeztében megindulé kutatdsok feltartdk e jelenségkor alapvetd
Osszefliggéseit. A divergenciat Bauhamer és Konig irtak le 1922-ben, a flatter vizsgalatara
Theodorsen fejlesztett ki — napjainkban is hasznalatos eljarast, 1934-ben. A jelenségkorrel
kapcsolatos kutatasok természetesen jelenleg is folytatddnak: alkalmazkodd, aktiv
valaszra képes szerkezeteket, rendszereket fejlesztenek ki. A jelenségkort pedig tobb
iranyba, példaul az esetlegesen igen nagy sebességek miatt az aero-termo-elasztikus
vagy az aero-szervo-elasztikus jelenségkorre is kiterjesztik.

A kovetkezOkben el6szor, az oktatdsi gyakorlatnak megfeleléen az aperiodikus
aeroelasztikus jelenségekkel, nevezetesen a divergencidval és a reverzaldssal
foglalkozunk.
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I.1. Az aperiodikus aeroelasztikus jelenségek

Az aperiodikus aeroelasztikus jelenségek esetében a valtozasok viszonylagos lassusaga
(akdr néhanyszor tiz masodperc — ez altaldanos értelemben azért nem tdl hossza idd!)
miatt a tehetetlenség figyelmen kiviil hagyhatd. Ebben a korben a (szdrny) divergenciat
és a kormanylap reverzalast, valamint ezek egyes kdvetkezményeit vizsgaljuk.

I.2. abra: Er 6k és nyomatékok — alap abra

Az 12. dbran egy szarnymetszet szamunkra fontos geometriai és aerodinamikai
jellemzdit tlintettiilk fel. Az itt kovetkezd vizsgalatokban, az egyszeriliség kedvéért
feltessziik, hogy:

¢ Létezik ,,AC” pont és a helye a kormanylap kitéritésekor nem modosul (de a C, ¢

nyomatéki tényezd értéke valtozik).

¢ Hasonldképpen feltessziik, hogy elegendé csak a felhajtderSt tekinteni, a

légellenallas elhanyagolhato.

¢ Az egyszerliség kedvéért feltessziik, hogy az ,FRL” vonal (a tOrzs épitési

vizszintese - Fuselage Reference Line) és a deformalatlan szdrny nulla felhajtéerd

iranya (, ¢, =0” irany) egybeesik, vagyis ilyenkor a torzs allasszoge és a szarny

allasszoge azonos; ezért, a kovetkezdkben az a,,

a szarny elcsavarodas nélkiili és a
torzs allasszogét egyarant jelenti.
¢ Végre feltessziik azt is, hogy a szogelforduldsok kicsik. Ezek az elhanyagolasok egy

oktatasi jellegi munkdban megengedhetdek.

Az 1.2. dbran lathatd, a szarnyat jellemz6 szarnymetszet a torzs alapvonalhoz (,,FRL”)
képest, a ra haté nyomatékok kovetkeztében & rugalmas elcsavarodasi szoggel fordul el.
Igy az ered$ allasszog a nulla felhajtéerd iranyhoz (, ¢, =0= ZLL” — Zero Lift Line)

viszonyitva:

a. =q., +;

Teljes torzs '

(L1)

A 2. dbran egyébként minden szoget a pozitiv elfordulds irdnyban rajzoltunk fel.
Természetesen, az ebben az értelemben fogaté nyomatékok a pozitivak. A h a teljes
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htuirhosszat, a h, a kormanylap htirhosszat jeloli. Az ,,R” pont a rugalmas tengely helye.

A rugalmas tengely és az ,AC” tavolsagat, a szokasnak megfeleléen az eh szorzat

rrrrr

L.1.1. A divergencia

A divergencia vizsgalatakor a kormdanylapot a szarnyhoz mereven rogzitettnek
képzeljiik — ezért az 1.3. abran a kormanylapot fel sem tiintettiik.

Vizsgaljuk az 1.3. dbran lathatd, egyszer(i modellt, ahol egy tokéletesen merev,
téglalap alaprajzu szdrny egy csavard rugoval (ennek rugé allanddja Ky ) csatlakozik a

torzshoz. A csavaras tengelye az ,R”, rugalmas tengely. A kovetkezdkben feltételezziik,
hogy a divergencia soran fellépd elcsavarodas kizardlag a csavard rugdn jon létre. Ez
ismét egy oktatdsi modell, azonban egy valdsdgos szarny minden tovabbi nélkiil
feloszthatd csavard rugoval egymashoz kapcesolt, rovid, merev szarnydarabokra. Ezen a
modon mar a gyakorlatban is haszndlhaté modellhez juthatunk.

/Tdrzs

R ~\

I.3. abra: Divergencia-modell

Feltételezziik, hogy a divergencia kifejléddése soran a felhajtd erdé egyenld az erre a
szarnydarabra juté sulyerével ( G, ). A vonatkozd szakirodalomban 4ltalaban,

szélcsatorna modellt vizsgalnak, ahol a stulyerd nem jatszik szerepet. Az itt valasztott
kiindulas azért indokolt, mert ez a mod az, ahogyan a tényleges, repiilés kozben
lejatszodd folyamatot figyelemmel lehet kisérni, mikdzben az itt kapott matematikai
modellbdl a szakirodalomban levezetett eredmény is szarmaztathatd (pl. L5 kifejezés).
Vizsgaljuk tehat — kiilonboz6 repiilési sebességeken — a fliggdleges egyensulyt:

=2V AG =2 AGl =2 AG (0,049 = G 1)

ahol: A- a széarnyfelllet
¢/ =dc /oa;

Az (1.2) felirdsakor feltettiik, hogy a felhajtderd tényezd a felhajtderd tényezd
iranytangense valamint az allasszOg szorzataként szamithatd, vagyis a linearis
tartomanyban dolgozunk. Ezt a feltételt ugyan végig megtartjuk, azonban a javasolt,
numerikus eljaras — ha sziikséges — konnyen Kkiterjeszthet a nemlinearis tartomanyokra
is.
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[rjuk fel az 1.3. bran lathat szarnyra hatd (teljes) csavaré nyomatékokat (melyek
ereddje nulla, hiszen aperiodikus jelenséget vizsgalunk):

M, =L{eh)+ M,. - K;#=0; (1.3)

ahol: M, =§\/o2 Ahc,.;

Az (1.3) kifejezésben a rugalmas elcsavarodasi nyomatékot negativ elgjellel irtuk be,
mivel az reakcié nyomaték! Ezt a tagot pozitiv eldjellel a jobb oldalra irva, (I.3) fizikailag
azt jelenti, hogy az aerodinamikai nyomatékokkal a rugalmas elcsavarodasbdl szarmazd
nyomaték tart egyensulyt.

A divergencia folyamata azt jelenti hogy a vizsgalt szdrny-modell a sebesség
novekedésével a torzshoz képest elcsavarodik — az ennek soran 1étrejovo jelenségeket
egy konkrét példan mutatjuk be. Ez csak egy példa ugyan, de az eredmények
altaldanosan is jellemzdek.

Legyen a levegd sfirlisége: p=1.225kg/nt. a szarnyfelilet: A=10n?, a
szarnydarabra vonatkozo felhajtderd tényezd irdnytangens: ¢ =5, a szarny hurhossza:
h=1m, az AC-R tavolsag: en=0.2, az aerodinamikai centrumra vonatkoz6 nyomatéki
tényezd: C .. =—0.1, a csavard rugd éallanddja: Ky, =10000Nny rad. G, =500q_ N] és
feltételezziik, hogy L =G,,, azaz, amint mar kordbban is emlitettiik, a felhajto erd és a

sulyerd egyenld. (Az aperiodikus aeroelasztikus jelenségek esetében a gyorsuldsok
gyakorlatilag nullanak vehetdk, igy erd- és nyomatéki egyensulynak kell lennie.)

A divergencia példa-szamitast végezziik a kovetkezd, vazlatos séma szerint:

Vo =V Kezd6 sebesség érték valasztas;
o = Gy, ) A teljes allasszdg szamitasa (L =G, );
Teljes — 2 4 3
(p/2)V; Ac;
! A rugalmas elcsavarodasi szog
9 ( o / Q)VUZA Couc 1+ Gy (eh) szamitasa (1.3) szerint;
K,
o : = —9 A torzs allasszogének szamitasa;
tdrzs Teljes
V .
Uj sebesség érték valasztasa és vissza
Vo=V, wo + AV
0 0.kordbbi

a teljes allasszog szamitasahoz.

A példa-szamitds eredményeképpen megkapjuk a teljes allasszog, a rugalmas
elcsavarodasi szog és a torzs allasszogének valtozasat a repiilési sebesség fiiggvényében
(I.4. abra):
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I.4. abra: A divergencia folyamata

A abrarol leolvashatdk a divergencia kifejlédésének fazisai:

L)  asebesség novekedésével a teljes allasszog (hiperbolikusan) csokken;

L) szintén a sebesség novekedésével a rugalmas elcsavarodasi szog szigortan
monoton csokken (azaz egyre nagyobb abszolut értékii, negativ értékeket vesz
fel);

L)  a torzs alldsszoge eldszor csokken, majd egy legkisebb érték elérése utan (kb.
72 m/s sebesség atlépése utan) novekszik.

A rugalmas elcsavarodasi szoget a szamitdsi séma szerinti harmadik lépésben
hataroztuk meg. A tort szamlaldjanak masodik tagja pozitiv, allando, ezzel szemben a
szamlalo elsd tagja (ha C, .. negativ) a sebesség négyzetével csokken (az abszolut értéke

novekszik). A torzs allasszogét (Qy,s) a séma negyedik lépése szerinti kivondssal

szamoljuk, ezért alakul ez az allasszog a fenti mdédon.

A divergencia kifejlédése soran tehat, a sebesség novekedésével a teljes allasszog
csokken, gy, ahogyan ezt a felhajtoerd és a sulyerd egyenlOségi feltétele elbirja. A
rugalmas elcsavarodasi szog egy pozitiv értékrdl indul és egyre kisebb lesz — vagyis a
szarny a torzshoz képes el6szor felfele csavarodik el, majd a sebesség novekedésével ez
az elcsavarodas csokken, illetve kb. 130 m/s-t6l ellenkezd értelmtre fordul. Ez azt jelenti,

hogy a tOrzsorr a szarnyhoz képest — novekvd sebesség esetén — egyre magasabbra
emelkedik.

Ezzel elérkeztiink a szarny-divergencia lényegéhez: a repiilégép viselkedése a kb. 72
m/s-0s sebességnél megvaltozik, tgy, hogy a botkormdany elérenyomasaval, illetve a
sebesség novelésével a repiilégép orra emelkedik, ahelyett, hogy a megszokott mddon
lefele mozdulna. Ilyenkor a botkormany tovabbi elérenyomasaval éppen nem lehet a
torzs orrat , lenyomni”, hanem az tovabb emelkedik, mikozben a szarny torzshoz képesti
elcsavarodasi szoge né — vagyis ilyenkor a horizont szerinti vezetés, tulzott kormany
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elérenyomds esetén akar a szarny lecsavarodasat is el6idézheti. Ugyanakkor, az a
repiilégép vezetd, aki tisztdban van ezzel a jelenséggel, ezt a problémat konnyen el tudja
kertilni.

A példa nyoman megallapithaté az is, hogy a vizsgalt szarny torzshoz képesti
elcsavarodasi szoge pl. a 40 és 80 m/s-os sebesség kozott kb. 5 fokrdl kb. 3.5 fokra
modosul. Vagyis a rugalmas elcsavarodas kovetkeztében a szarny torzshoz képesti
helyzete és ezzel a szarny és a vizszintes vezérsik egymashoz viszonyitott beallitasi
szOge is, vdltozik a repiilési sebesség fliggvényében!

A szakirodalomban divergencia sebességnek nevezik azt a hatar sebességet, amit ugy
allapitanak meg, hogy e sebesség til nem lépése esetén a divergencia biztosan nem okoz
problémat. Az 1.4. dbra alapjan azt mondhatjuk, hogy ennél a modellnél a divergencia pl.
200 m/s-os sebességig nem okoz jelentds, tOrésveszélyes deformdciot. De konkrét
hatarnak kittizhetjiitk a 72 m/s-os sebességet, amely sebességig a repiilé a botkormany
kitéritésre a megszokott médon reagal.

A fentiekkel kissé ellentétben pl. [16]-ban a divergencia sebességet mas tuton
hatadrozzdk meg. E mddszer szerint kiszamitjuk (I.3) rugalmas elcsavarodasi szog szerinti
derivaltjat:

oM

¥=§V;Acf (eh- K (L4)

A derivalaskor az ,AC”-re vonatkozo nyomaték kiesik, mert azt dllandonak vessziik,
tehat csak a felhajtderd nyomaték-derivaltja (ez pozitiv és a sebesség négyzetével
aranyos), illetve a rugalmas reakcié nyomaték derivaltja (ez negativ és allando) marad a
kifejezésben. A csavar6 nyomaték derivaltja segitségével egyfajta stabilitast
értelmezhetiink: a nyomatékok rugalmas elcsavaroddasi szog szerinti valtozdsa addig
stabil, amig a fenti derivalt negativ, illetve elériink egy sebességet (ez az elméleti
divergencia sebességnek nevezett sebesség), amikor a derivalt értéke nulla lesz:

2K
VDELM = 7 ’ 1'5
\ PAC (e .

E felett a sebesség felett a derivalt értéke pozitiv, tehat az elcsavarodasi szog
valtozasaval az aerodinamikai nyomaték gyorsabban nd, mint a rugalmas reakcid
nyomaték. A példa adataival szdmolva ez, az elméleti divergencia sebesség kb. 40 m/s-ra
adodik.

Ez, véleményiink szerint indokolatlanul szigort korlat. Tovabbi probléma, hogy az
(L5) képletbdl ugy latszik: ha (eh)=0, akkor az elméleti divergencia sebesség végtelen, ha
pedig negativ, akkor komplex — tehat a valésagban elé nem forduld — értéket kapunk.
Ezzel szemben, a kidolgozott példabol kitlinik, hogy az (eh) tavolsag fenti értelmu
valtozasaval a ,Rugalmas elcsavarodasi szog” elnevezésti gorbe lefele mozdul el. Emiatt
csokken a torzs viselkedés-valtozasahoz rendelhet6 sebesség, illetve abszolut értelemben
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novekszik a rugalmas elcsavarodasi szdg (vagyis az esetleges lecsavarodas kisebb
sebességnél kovetkezik be). Végeredményben tehat az (eh) tavolsag csokkentése ebbdl a
szempontbdl egyaltalan nem kivanatos.

Az elméleti divergencia sebesség mellett bevezetik a gyakorlati divergencia sebességet
is. Vizsgaljuk meg a [16]-ban talalhato kifejezést. Tegyiik fel, hogy a legnagyobb,
megengedhetd elcsavarodas értéke ;. A gyakorlati divergencia sebességet (I1.3) - bdl

fejezziik ki:

2K.9
vV - sYB : I.6
JpAh[Wcze(awam)] o

Az (1.6) kifejezésben a legnagyobb megengedhetd elcsavarodasi szog (&, ) értéke

ismert, de az allasszog (Qy,,) a [16] szerint szabad paraméter. Illetve [16] az allasszoget

kezdeti allasszognek nevezi és vizsgalja, hogy kiilonboz6 kezdeti allasszogek
valasztasatol hogyan fiigg a divergencia sebesség. Az altalunk bevezetett, numerikus
vizsgdalat esetén teljesitendd a sulyerd = felhajtoerd feltétel. Amennyiben ezt a feltételt a
(L6) kifejezésnél figyelembe vessziik, akkor a numerikus eljarassal kapottal azonos
eredményre jutunk.

1.1.2. A reverzalas

A reverzalas az az aperiodikus (tehat ,lassan” kialakulo) jelenség, amelynek soran
egy kormanylap a kitéritése kovetkeztében olyan rugalmas elcsavarodast idéz el6, hogy
a szarny-kormanylap egylittesen végeredményben nem valtozik meg a felhajtderd.
Vagyis ilyenkor a kormanylap hatastalanna valik. Ezt nyilvan el kell keriilni, a repiilési
sebességet uigy kell korlatozni, hogy a kormanylapok hatdsossdaga valamilyen, elirt
(minimalis) mértékben megmaradjon.

, A reverzalas jelenségének vizsgalatahoz
\\Tdr zs a divergencia elemzésénél haszndlt
modellt (I.3. dbra) egy kormanyfeliilettel
egészitjik ki, melynek  geometriai

jellemz6it az 1.2. abran mar feltiintettiik.
R

I.5. abra: Reverzalas-modell

A felhajtéer6t — amennyiben a kormany kitéritését is szamitasba vessziik, az alabbi,
(L2)-hoz képest bdvitett formaban kell felirni:

p p’ p’
L=2inq =2 A Gt €0)=2 ¥ f t(ar o) B 0D
ahol: ¢ =d¢ /09 ;

10
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A nyomaték szamitdsa esetén a kormanykitérités hatdsat hasonlé modon kell
figyelembe venni:

M, =L(eh)+ M,. - K;#=0;

. (L8)
ahol: M =2 VP AN Gt 6u8 6 §umd 603

A reverzalasi sebesség szamitdsa sordn azt a sebességet keressiik, ahol a keletkezd
felhajto erd, a kormanykitérités hatasdra nem valtozik:

A PpAel? aﬁ ac _0 99 __10g. (L9)
05, ¢ a5

Az (1.9) egyenlet felirdsakor egy tovabbi lépést is tettiink: az er6 meg nem valtozasat
kifejez6 nulla értékti derivalt képletébdl kiszamitottuk a rugalmas elcsavarodasi szognek
a vizsgalt esetbeli derivaltjat. Fontos megjegyezni, hogy a fenti kifejezések igaz voltdhoz
a modell linearitasa sziikséges feltétel.

A reverzalas folyamatdban az eredd rugalmas nyomaték nulla, ezért a rugalmas
nyomaték kormanykitérités szerinti derivaltja is nulla:

_P\,2 ac,
M; ==V, A Q. t7)+ eht
T 2 0 ((‘f( torzs ) 65K j

M. (1.10)

K

ac,
+§V02Ah( G+ 228 Kj— KI=0 =

K

A fent jelzett derivalt kiszamitasakor vegyiik figyelembe, hogy az (1.10) els6 sordban a
felhajtderd szerepel, illetve a felhajtderé nyomatékanak derivaltja (1.9) szerint nulla. Igy
elegend6 a masodik sor derivaltjat kiszamolni; innen mar konnyen megkaphaté a
reverzalasi sebesség;:

oM, _p 09 / 2K o
V7 Ah —=0 V=, -——2 L
aJK 2 (ﬁAC |<19 aJK = R Ah (f (ﬁAC ( QAC

A négyzetgyok alatti kifejezés eldjele negativ, ez éppen megfelel annak a ténynek, ami

j (L.11)

szerint a legtobb esetben ¢’,. <0 negativ, ezzel valds reverzalasi sebességet kapunk.

Nyilvanvalo, hogy az ebbdl a szempontbdl megengedhetd legnagyobb repiilési sebesség
ennél a sebességnek csak kisebb lehet. (Annyival kisebb, hogy a kormanyhatdsossag még
elfogadhato legyen.)

Folytassuk a divergencia szamitasanal megkezdett szampéldat. Legyen a kormanylap

hurhossza a teljes htirhossz 20 %-a — illetve rendeljiik ehhez a ¢’ =1.36, illetve a
24 = —0.3 értéket. Ezekkel a szamértékekkel kiszdmolhaté az (1.11) szerinti reverzalasi
sebesség:

V, 038.5ny's;

11
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A szampélda adatainak megvalasztasakor egyébként elsé sorban a szemléletességre
torekedtiink, a valdsagos repiilégépek tényleges adatainak figyelembe vétele esetén az itt
kozolttd] - természetesen — kiilonb6z6 eredményt kapunk.

Az aperiodikus — néha statikusnak is nevezett — aeroelasztikus jelenségek a
divergencidn és a reverzalason tul, tovabbi hatdsokat is el6idéznek. A kiilonb6zd
deformaciok — f6ként az elcsavarodasok — kovetkeztében megvaltozik példaul a szarny
és a vizszintes vezérsik egymashoz viszonyitott bedllitasi szoge és ezzel megvaltozik a
trimmhelyzet. Ez, egyes esetekben komoly problémahoz, akar veszélyhelyzethez is
vezethet.

12
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Az aerodinamikai feladatoknak a gyakorlat igényeinek megfelel6 megolddsa soran
viszonylag ritkdn fordul el az idében valtozd dramlds hatasainak figyelembe vétele,
jollehet a legtobb, valosagos viszonyok kozott miikodd repiildgép koriil idében valtozo
aramlas alakul ki, mikozben maga a szerkezet is valtoztatja az alakjat. Ennek oka elsé
sorban az, hogy az iddben valtozo — instaciondrius — dramlés hatdsai nagyon sok esetben
kicsik, elhanyagolhatok. Masodsorban azonban szerepet jatszik az is, hogy az
instaciondrius aerodinamika feladatainak igényes megolddsa igen bonyolult.

Legyen az instacioneritds legaldbb pillanatnyilag w korfrekvencidju valtozassal
kozelithetd, akkor, a szakirodalom nyoman egy dimenzidtlan korfrekvenciat
definialhatunk:

H 0<k<0.05 = kvazi— stacionarius

w . .

k=——=40.05¢<k< 0.2 = instacionarius
0 0.2<k = erésen instacionarius

A dimenzidtlan korfrekvencia tehat — legaldbb a fenti, egyszer(i esetben — tajékoztatast
ad arrdl, hogy mely esetben, milyen mélységti szamitast kell alkalmaznunk. A kvdzi -
staciondrius eset a legegyszeriibb, ekkor megelégedhetiink a kozvetlen belatas alapjan
allo, egyszeri szamitdsok elvégzésével. A tapasztalatok azt mutatjdk, hogy a
repiilégépek esetében leggyakrabban ez, a kvazi staciondrius eset fordul eld.

A masodik, az instaciondrius esetben a teljes folyamat vizsgalata és figyelembe vétele
sziikséges — példaul, ebben az esetben elengedhetetlen a megvaltozo felhajtderd miatt
megvaltozo Orvényrendszer hatdsanak vizsgalata. A legtobb esetben ide sorolhatd
példaul a repiilégépszarny flatter vagy a forgdszarnyas repiilégépek szdrnyai koriil
kialakuld dramlds szamitasa.

A harmadik, erdsen instaciondrius-nak nevezett esetben pedig minden hatés
hangsulyozottan fontos, ezek lehetd legpontosabb vizsgalatara van sziikség.

Az instaciondrius aerodinamika problémakorét vizsgalhatjuk linedris (linearizalt)
formaban és nemlinedris esetben is. A gyakorlati esetek tobbségében elegendd, ezért
megengedhetd a linearis modellek alkalmazasa.

A nemlinedris, erdésen instaciondrius esetre példaként vizsgdaljuk meg a dinamikus
dtesés jelenségét. Megjegyzendd, hogy a II.1 dbran csak jellegre helyes gorbék lathatok.

A példaként tekintett esetben egy szarnyprofil staciondrius (vékony vonal korokkel)
és egy, konkrét instaciondrius (vastagabb, folytonos vonal) folyamathoz rendelt
felhajtderd tényezd, ellendllds tényezd és nyomatéki tényezo — allasszog jelleggorbéje
lathatd. Az instacionarius viselkedést mutatd példaban a profil egy kozép allasszog kortil,
harmonikus csavarod6 mozgast végez.

13
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I1.1. &bra: Dinamikus atesés

Dinamikus &atesésnek azért nevezziik a fenti folyamatot, mert az id6ben valtozo
aramlasban el6allé hatdsok miatt a felhajtoeré tényezé maximuma jelentésen a
staciondrius maximum folé nd, mikozben a kritikus allasszog értéke is jelentdsen
megnovekszik (IL.1. dbra, jobbra fent).

A 1IL1. abra-sorozaton, az instacionarius gorbéken 6t pontot jeloltiink meg. Ezen
pontok, illetve a koztiik 1év6 szakaszok jellemzésével kovethetjitk nyomon az vizsgalt
folyamatot. Induljunk a kortilbeliil nulla fokos alladsszogtdl és tartsunk az 1-es pont felé.
Ekkor a felhajtoeré novekedésével aranyosan novekszik a profil koriili cirkulacio, amire
az abran (balra fent) a , [ +Al' 7 felirdssal utaltunk. A perdiilet megmaradas elvének
értelmében a megnovekvd hordozd orvény valtozasaval ellentétesen , —Al'” valtozasi
orvény uszik le.

A valtozasi Orvény és a hordozd Orvény valtozasanak Osszege nulla, ez rogton
belathat¢! Illetve, a valtozasi 6rvény eldtti negativ eldjel azt mutatja, hogy a valtozasi
orvény forgasiranya — az abran jeldlt irany — ellentétes a hordozé Orvény valtozasat
jelentd Orvény forgasiranyaval. Ez a valtozadsi Orvény forgasirdny pedig mintegy
rasimitja az dramlast a profil kilépo élére, ezzel a levalast — egy ideig — megakadalyozza.
Az 1-es pont altaldban nincsen tul tavol a stacionarius gorbéktol.

14
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Kozbevetve megjegyezziik, hogy a hordozé orvény kotott orvény — a profilhoz van
kotve, és akkor és csak akkor létezik, ha létezik aerodinamikus felhajtderd. A valtozasi
orvény viszont szabad orvény — erémentes Orvénynek is nevezziik — létezése a kotott
orvény valtozasdhoz kotott. A szabad orvény egytitt mozog azzal az dramldassal, amiben
keletkezett. Azonban mindkét Orvénytipus koriil kialakul az oOrvények indukalt
sebesség-mezeje, ami az aramlasi sebességteret mddositja.

A 2-es pont, a felhajtderd szempontjabol mar jelentdsen a stacionarius gorbe felett van.
Ekkor, mivel a felhajtéeré6 még mindig nd, tovabbi valtozasi orvény (—Al") uszik le a
profilrol. A valtozasi drvény a vizsgalt folyamatban valdjaban folyamatosan uszik le, a
diszkrét orvények kozelitések, alapvetden az dbrazolds kedvéért keriiltek a képekre.

A 2-es pont kornyezetében a letiszo valtozdsi Orvények tovabbra is rdsimitjak az
aramlast a kilépdélre, viszont mivel mar viszonylag messze a staciondrius dramlasban
érvényes levalasi allasszog felett jarunk, azért a profil elején buborék levalds indul meg.
A buborék levalas miatt megvaltozé nyomaseloszlas kovetkeztében modosul a légerd
hatdsvonala és ezzel er6s nyomaték (nyomatéki tényezd) valtozds indul meg. A
szakirodalomban ezt nyomaték-atesésnek nevezik.

Az allasszog tovabbi novelésével érjiik el a 3-as pontot. Eddig a felhajtéerd is nd,
ennek megfelelGen Gjabb valtozasi 6rvény (—Al'") Gszik le, illetve az abra szerint ez lesz
a felhajtéer6 tényezd legnagyobb étéke. Eddigre azonban a belépdél atesés
kovetkeztében a profil felett el6alléd 6rvény megerdsodik és létrehozza a levalast. A 3-as
pontban, a nyomatéki tényezé megnovekedett abszolut értéke mellett a 1égellenallas is
jelentésen nagyobbra adddik, mint a staciondrius érték.

A 3-as ponttdl a 4-es pontig tartd szakaszon igen durva atesés — felhajtoerd csokkenés
kovetkezik be. A felhajtoerd kisebb lesz, mint a staciondrius érték. Ekozben az ellenallas
és a nyomaték abszolut értéke is csokken. E két jellemzd kozeledik a staciondrius
értékhez.

A 4-es pont utan, az 5-0s pont felé az aramlas visszasimul a profilra. A felhajtderd
) — ezek
forgasiranya, a felhajtéerd csokkenése miatt ellentétes a korabbi valtozasi orvények
forgasiranyaval. A csokkenés mértéke azonban csekély, igy ezen valtozasi orvények

m

csokkenése miatt errefelé is tisznak le a profilrdl valtozasi orvények (pl. Al

nagysaga és hatdsa is korlatozott.

A dinamikus atesés (a jelentdsége nagy lehet a forgdszarnyak esetében — nem csak a
szélkerekeknél, de a helikopterek és az autogirok rotorlapatjainal is). Ez a jelenség a
szamtalan, lehetséges instacionarius folyamat koziil csak egy példa volt.

Az idében valtozd dramldsok mellett instacioneritast jelent a profil (a forgoszarny)
id8ben valtozo mozgasa is. (A dinamikus atesést éppen egy ilyen esetre mutattuk be.) Az
aramlasok valtozasa kiilonbozd lehet (példaul a légkori turbulencia, vagy egy éppen
bekovetkezd széllokés stb.), de a szdrnyak mozgasa is legaldabb kétféle (elmozdulas
jellegi — pl. csapkodas és elfordulds jellegi — pl. beallitasi szog valtoztatds, valtozas)
lehet.
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Az instacioneritdsok vizsgalata azért is nehéz, mert a profil (szarny, forgdszarny)
koriili eredd aramképet altaldban jelentGsen befolyasoljak a kordbbi pillanatokban
keletkezett letszd Orvények. Ez pedig azt jelenti, hogy az adott pillanatbeli aramlas
vizsgalatahoz a kordbbi dramképeket is fel kell haszndlni — azaz figyelembe kell venni az
aramlds (a folyamat) torténetét. Ezt, sok esetben csak korszeri, CFD mddszerek
alkalmazasaval lehet szamitdsba venni — jollehet a feladatok bonyolultsdga miatt e
modszerek alkalmazasa is sok problémaval jar. Az instacioneritasrdl bévebben példaul
[10]-ben lehet olvasni.

Vizsgaljuk meg az instacionarius aerodinamikdban jelentds szerepet jatszd hatasokat:
- a cirkulécios hatasok jelenségkore;
- a tehetetlenségi hatasok;
- a hatarréteg hatasok
- a valtozasi front mozgasabdl kovetkezd hatas.

T'+AT

Lelsz6 orvények
Hordozo ¥
orvények

Valtozasi érveny

Indulasi érvény
Lelszo drvények

[1.2. &bra: Szarny leegyszer (isitett rvény-rendszere

A cirkulécid valtozasanak hatasat vizsgalva induljunk ki egy nagyon leegyszerisitett
helyzetbdl: tekintsiik adottnak a II.2. 4brdn lathato hordozo orvény, letiszé 6rvények és
az induldsi orvény 4altal alkotott orvény-négyszoget (tulajdonképpen orvénygytrit). Az
induldsi Orvényt csak a rend kedvéért emlitjiik, illetve tiintetjiik fel: ez az Orvény a
gyakorlatban a szarnytdl olyan messzire van, hogy a léte csak elméletileg fontos.
Amennyiben valamely ok folytan (pl. szarny elmozduldsa, elforduldsa, allasszog
novekedés stb.) megvaltozik a felhajtderd, akkor a mar eredetileg jelen 1évé hordozd
orvény erdssége Al -val megvaltozik. Ennek megfelel6en valtozik a két letisz6 orvény is
és az Orvénygyurit a viltozdsi 6rvény zarja be, amelynek az eréssége szintén (kotelezden)
Al' . Az egyszerliség kedvéért tegylik fel, hogy ez a valtozas ugrasszer(i, vagyis nulla id6
alatt kovetkezik be, méghozza a I1.3. (B) abran vazolt mddon, vagyis egy hirtelen
fellépett lefele iranyul6 szarnymozgas (Ww,, ) miatt.

A letisz6 és a valtozasi Orvény un. szabad Orvény, ami azt jelenti, hogy ezek az
orvények a kornyezd levegdvel egyiitt mozognak. Ezeket a repiilés sebességével és a
szarny mogotti indukalt sebességgel mozgd légaramlds viszi magaval — vagyis a
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II. Az instacioneritds és hatdsa

valtozasi orvény (az indulasi 6rvényhez hasonldan) tavolodik a szarnytdl, a hatasa ezért
az id6 mulasaval csokken. A keletkezés pillanatdban a valtozasi orvény altal indukalt
sebesség pontosan akkora, hogy a megvaltozas hatdsat éppen kiegyenlitse. Zardjelben
jegyezziik meg, hogy mas esetekben mas, a gyakorlati tapasztalatokon alapuld kezdeti
feltételt alkalmaznak.

I1.3. bra: Szarnyprofil vizsgalata

Tegyiik fel, hogy a I3 abran lathat6 modon, a sebesség megvaltozasa miatt
(W,, = V) a profil kériili cirkulacié megnd. Ekkor, a perdiilet megmaradas értelmében a

megnovekvd cirkuldciéd (I +Al ) mellett 1étrejon a novekménnyel ellentétes valtozasi
orvény (Al elGjeles, itt egy negativ szam!), amelyet a profil utdni dramlds magaval visz.
Kérdés, hogy a t =0 pillanatban hol keletkezik a valtozasi 6rvény?

A I1.3. abran ,H”-val a hordozo orvény helyét (errdl feltessziik, hogy a hur elsd
negyedén van) és ,E”-vel az ellenérzd pont helyét jeldljiik (itt szamitjuk a W, indukalt
sebességet). Az orvényelméletben alkalmazott eljaras szerint szamitsuk ki a hordoz¢ és
az ellendrzd pont tavolsagat.

Kis szogek esetén jo kozelitéssel irhatd, hogy a hordozd Orvény megvaltozasanak
hatasara bekovetkez6 allasszog valtozas:

Aw. AT 1.

v, _HVO’ (IL1)

Aa U

Az allasszog, illetve allasszog valtozas valamint a cirkuldcid(valtozas) kozotti
Osszefiiggést — linearis esetben — a Kutta-Zsukvszkij tétel szerint fogalmazhatjuk meg;:

2 2AI

P\,2.a . .
=Vicdlah=p\T a=——; Aag=——,
2 ooq Io 0 = Voqz-yh \/O(gh

(I1.2)

A két allasszog valtozast — a fent kimondott feltétel szerint — egyenlévé téve kapjuk a
keresett tavolsagot:
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II. Az instacioneritds és hatdsa

_20T _ A1 _ ¢'h .
Aa=——-—= — = X = X
Vo h 2mx \ 202

A valtozasi Orvény keletkezésének helyét (X,) abbol a feltételbdl szamithatjuk ki,

(IL3)

hogy a t =0 pillanatban a felhajtéeré6 megvaltozasa pont nulla. Mivel a hordozé orvény
megvaltozadsatol a valtozasi Orvény csak az elGjelében kiilonbozik, azért a valtozasi
orvény az ellenérzé pont masik oldaldn, a pont mogott, a hordozdé pontéval azonos
tavolsagban kell, hogy elhelyezkedjen [II.3.(B) abra]:

X = X (IL4)

A letszd, valtozasi Orvény hatdsat egy nagyon egyszer(i szampéldan mutatjuk be.
Legyen a repiilési sebesség 50 [m/s], a hirhossz 1 [m] és a cirkulacio valtozas 10 [m?/s],
ami egy 2.122 [m/s]-os szarny lefele-mozgdas miatt all eld.

A tényleges allasszog valtozas, az id6 fliggvényeként, a szarny mozgasabdl (Aa,, ) és
a valtozasi orvény altal indukalt sebesség okozta allasszog valtozas (Aa; ) Osszegeként
szamithatd. A valtozasi 6rvény — szabad Orvény — tavolsaga, mivel a kdozeg magaval viszi,
az id6vel folyamatosan né (tavolsag= ¥+ Y ):
Wy, Al

Aa@):AmN+AmJ:V —2n0&+V0; (IL5)
0 0

no Aot []"zld]

0,04 -

0,035 //
0,03

0,025

0,02

0,015

0,01

0,005
t[sec]

0
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00 1,20 1,40 1,60 1,80 200
[ S I O N N N N R T 4 b N
0 20 40 G0 80 100 120 140 160 180 200

I1.4. abra; A valtozasi 6rvény hatasa

A fenti folyamatot a II.4. dbran a tényleges id6 (t) és egy, a szakirodalomban
elterjedten hasznalt dimenziétlan id8: s=21t(\,/ h) fiiggvényében (is) dbrazoltuk.

A t=0 pillanatban a ,H” pontban +10 [m?/s]-mal novekedett a hordozd orvény
intenzitdsa és az X, -vel jelzett helyen -10 [m?/s] valtozasi orvény allt el. E két hatas

ereddje, ebben a pillanatban nulla. Az dbran az allasszog valtozast — és ezzel a felhajtoerd
valtozasat is — mutato gorbe szemléletesen mutatja, hogy hogyan csokken le a valtozasi
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orvény hatdsa, vagy, masik oldalrél nézve hogyan novekszik fel a felhajterd a lefele
mozgasnak megfeleld értékre.

Fontos hangsulyozni, hogy ez az erévaltozds nem indit Gjabb valtozasi 6rvényt,
hiszen ennek a valtozasnak a folyaman mind a hordozd, mind a valtozasi 6rvény allando
(csak a tavolsaguk véltozik). Ujabb valtozasi rvény akkor jon létre, ha a hordozé 6rvény
valamilyen ok miatt (ismét) megvaltozik.

A dimenzétlan id6, ami a tényleges id6 és a levegd részecskéinek a htirhossz felének a
befutdsahoz sziikséges idd viszonyszama, mutatja, hogy az allanddsult allapot a 200
koriili értéknél all be — ez az érték jobban jellemzi ezt a folyamatot, mint a nagyjabol 2
masodperc dimenzids idS. Ezt a dimenzidtlan jellemzdt a késébbiekben pontosabban is
definidljuk.

A cirkulaciés hatas fenti vizsgdlata egy, nagyon egyszer(i példan tortént. A
valdsagban ennél csak (sokkal) Osszetettebb helyzetek fordulnak eld! Ezek vizsgdlata
elvileg az ismertetett modon lehetséges, de a gyakorlati vizsgdalat altalaban igen
bonyolult feladatra vezet. Ebbdl a vizsgalatbdl levonandd, legfontosabb kovetkeztetés az,
hogy az iddben valtozd légerd — a valtozasi Orvények keletkezése és mozgdsa
kovetkeztében — a pillanatnyi dramlasi jellemz8k mellett az aramlds , torténetének” is
fiiggvénye. Azt is nagyon fontos észrevenni, hogy ennek a cirkuldcios hatasnak, a rész-
hatasok kifejlédéséhez, illetve lecsengéséhez egyarant idére van sziikség.

Vizsgéljuk meg a tehetetlenségi hatasokat. Itt csak az un. kapcsolt tomeggel, kapcsolt
statikai és tehetetlenségi nyomatékkal foglalkozunk. Tovabbi tehetetlenségi hatdsokat a
hatarréteg vizsgalatanadl, a hatarréteggel kapcsolatban emlitiink meg.

|

I1.5. &bra: Kapcsolt ttmeg

A Kkapcsolt tomeg egy aerodinamikai (hidromechanikai) segéd-fogalom. Amikor
példaul egy szarny a levegében mozog, gyorsul, akkor kiilonbozé mértékben vele egyiitt
mozog, gyorsul az 6t koriilvevd teljes levegétomeg is. Ehelyett, az igen kiterjedt mozgas
vizsgalata helyett vezetjiik be a kapcsolt tomeg (és az ezzel Osszefiiggd, tovabbi
nyomatékok) fogalmat, ami egy, pontosan hatdrolt térrészben 1évé levegdrészrdl szol.
Ezt a térrészt ugy jeloljiik ki, hogy a benne foglalt leveg6tomeg hatdsa — a mozgd test
szempontjabodl — legyen ekvivalens az eredeti, végtelen térben 1évé levegd hatasaval. Ez
az ekvivalencia az esetek dontd részében persze csak kozelitdleg teljestil.
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Ebben a tekintetben folytatjuk az el6z6 kérdéskor példajat. Azt mondjuk, hogy elsé
kozelitésben kapcsolt tomegnek tekinthetd az a levegd tomeg, ami a szarnyprofil koré
rajzolt, hurhossz atmérdjii koron beliil helyezkedik el (IL5. dbra). Ezt a levegét viszi
magaval a szdrny, ugy, hogy a beliil 1év6 részecskék sebessége, gyorsuldsa azonos a
profil sebességével, gyorsuldsaval; és a kiviil 1évd leveg6 nyugalomban marad.

A példaként vett, 1 méteres htirhossz esetén, a levegd strtiségét 1.225 [kg/m?]-re
valasztva, 1 méteres terjedtséghez 0.962 [kg] tomegii levegdt kapcsolhatunk, ennyivel
novelendd meg a szarnydarab tomege. Ez a hatas kis feliileti terhelésti (pl. vitorlazd)
repiilégépeknél jelentdsebb, mint a nagy feliileti terhelési repiilégépeknél. E hatds

kiilonosen jelentds példaul a léghajoknal.

Az igy kijelolt, kapcsolt tomeget gondolatban a szarnyhoz kapcsolva, tovabbi kapcsolt
jellemz8k szadmithatok: a szarnyprofil valamely pontra vett statikai nyomatéka
kiegészithetd a kapcsolt tomegek ugyanezen pontra vett statikai nyomatékaval.
Hasonloképpen a tehetetlenségi és devidcids nyomatékok is kiegészithetok a fenti
modon.

Harmadszorra tekintsiik a hatdrréteg hatasait. Ezeket, 0sszetettségiik miatt csak igen
nagyvonaltan vizsgalhatjuk. A hatdrréteg viselkedésének valtozdsa miatt kell
kiilonbséget tenni a hozzadramlas megvaltozasa, illetve a szerkezet mozgasa miatti,
idében valtozo légerdk kozott. Masképpen alakul a hatarréteg, ha példaul a szarny le-fel
mozog (csapkod), vagy ha a rugalmas tengelye koriil csavarodik. Hasonloképpen a
hatarréteg viselkedésének kiilonbozosége miatt mas a fliggdleges, illetve a vizszintes
széllokés hatasa.

E hatasok leginkabb a korszer(i, numerikus modszerek alkalmazasaval, illetve mérési
eredmények alapjan vizsgalhatok. A hatdrréteg szerepe példaul a dinamikus atesésben
jelentds.

A fizikai hatdsok koziil végiil a wviltozdsi front mozgasdnak hatdsat emlitjiik.
Amennyiben egy sz€llokés éri a repiilégépet, akkor ennek a széllokésnek idére van
sziiksége ahhoz, hogy végighaladjon a gép, vagy annak egy része mellett. A cirkulacios
hatdsokat bemutaté példaban bevezetett dimenzidtlan id6é szerint ez az ott vizsgalt
szarny esetében ez az S= 2 érték, ekkorra ér a valtozas a profil kilépd éléhez. Ez pedig
azt jelenti, hogy mar ahhoz is id6re van sziikség, hogy az j aramkép kialakuljon.

Pontosabb vizsgalatok esetén ez, kiilondsen akkor, ha a tekintett repiilégép fizikai
méretei nagyok, az iddbeli eltolédas figyelembe veendd. A konkrét eljarasok
szertedgazosaga miatt itt csak hangsalyozhatjuk e hatdsok fontossagat, illetve a
tényleges szamitasi modszerek koziil néhannyal a jegyzet mas helyein taldlkozhatunk.
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I1.1. Vékony profilok kvazi-stacionarius jellemz6i

A vékony profilok (egyenes, illetve ivelt lap) vizsgalata idealis kozeg esetén, zart alakt
Osszefiiggésekkel lehetséges. A levezetés részleteit illeten a szakirodalomra utalhatunk
csak.

Végeredményben a felhajtoerd tényezd, 0sszenyomhatatlan kozeg esetére:

C, =Cf{a+\iv/—zv+g(12—>&jﬁ} (IL.6)

(IL6)-ban ¢ a felhajtderd tényezd iranytangensét (gyakran 277-vel kozelitjik); w a
szarny fiigglleges sebességét; X; a rugalmas tengely és a profil felezGpontjanak

tavolsagat; & pedig a csavarod6 mozgas szogsebességét jeloli. Ebben a vizsgalatban a
repiilési sebesség (V,) nem valtozik és a valtozasi 6rvénnyel sem szamolunk.

A htrhossz elsd negyed-pontjara vonatkoztatott (ez a ,,H”, hordoz6 pont — I1.3. dbra)
nyomatéki tényez6 kifejezése:
¢ . =-T4h.
o= 1)
A repiilésben, elsé sorban a merevszarnyu repiilégépek vizsgalatdban alapvetd
jelentéségli Theodorsen 1935-ben kifejlesztett szamitasi mddszere. Ez, alapesetben egy
idedlis, 0sszenyomhatatlan kozegben 1év6, harmonikusan valtozé irdanybdl megfuijt,
siklapra vonatkozik (IL.6. dbra):

g

[ R SOErRre e
I 7 75 =0 X

-y

I1.6. abra: Orvény-eloszlas a siklapon, illetve az ~ aramlasi nyomban

A szamitas alapegyenlete a megoszld orvényrendszerek (B - kotott, W — nyorr) altal
indukalt sebességre felirt integral egyenlet:

W =ih/2 AL X+i°°yw(x,t)
()%'t) 27T—h/2(x_xo)d 277&[2()(_)%)

R LI I L ) AP
ahol.yw(a,tj— TS esF(I)—_J:/ZyB( x 3 dx

dx (I1.8)
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A sikdramldsra, vagy masképpen egységnyi terjedtségre vonatkozo felhajtd erd (IL.8)
alapjan:

L'=7T£V02h{ N pr e h22 >g2d} (IL9)
20 2Ty, W

z ha (1
+TV h| —+a +—| = - C(K;
oV {Vo 2v0(2 &ﬂ (¥
Az origdra (tehat a fél htirra) vonatkozé nyomaték pedig:

,_ ph*l (1 h hz(l j h.
M'=- ==X |V,=a+m—| =+ a - — 7|+
4{”(2 XR)°2 2 SXZR Wt

h?(1 . h(1 .
+27ZUV07(5+ XRJ(\/OH-'- Z+—2(—2‘ &ja] q B; (I11.10)

(IL.9) és (I1.10) elsd tagja a kapcsolt tomegek hatasat jelenti, a masodik tag a cirkulacid
valtozas hatasét fejezi ki. A masodik tagban taldlhaté C(k)= F(k)+iG(k) fiiggvényt
Theodorsen fiiggvénynek is nevezik. Csak megemlitjiik, hogy zart alakban ezt a
fiiggvényt Hankel fliggvényekkel irhatjuk fel, a Hankel fliggvények pedig elsd, illetve
masodrend(i Bessel fiiggvények segitségével definidlhatok. A szakirodalomban a
Theodorsen fiiggvény valds és képzetes részét gyakran egyszerti, kozelito6 fliggvényekkel
is megadjak:

0.165 0.335
- - hak<0.5;
1-i(0.045k) +i( 0.%) axs
C(k)C 0.165 0.335 LD
: ' hak>0.5;

1-i(0.041K) +i( 0.3%)

A Theodorsen féle modell kiterjeszthet6 profil és korméanylap egyiittesének az esetére
— ez a kiterjesztett forma a szakirodalomban megtalalhaté (pl. [10]). Tovabbi kiterjesztés
a visszatérd orvényes nyom (ez a forgdszarnyas repiilégépeknél fontos) — ezzel a Loewy-
féle szamitas foglalkozik.

I1.2. Tovabbi szamitasi modszerek

Itt csak roviden mutathatjuk be a Duhamel integrdlon alapuld, indukilt
hatdsfiigguények modszerét. A Duhamel integral segitségével az dramlds torténetét
foglalhatjuk be a szamitdsba. A modszert el6szor Wagner vezette be, 1925-ben.
Alapegyenlete a kovetkezd:

= 277[0(0) ?(9) +J: da(o) ¢(s-0) Cb'j ; (I1.12)
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A (IL12) egyenletbd] a felhajtoerd tényezd cirkuldciétol fiiggd része szémithato, a ¢(s),

Wagner fiiggvény segitségével, melynek itt az 1940-bdl szarmazd, Jones féle kozelitését
adjuk meg (az aldbbi Osszefiiggés magyardzo sordban a kordbban bevezetett
dimenzidtlan id6 pontosabb definicidja olvashato):

@(s)=1-0.165e"% — 0.33% ** (IL.13)

aol: 1) =2] () o

Az indukalt valaszfiiggvények modszere nem csak az idStartoméanyban, hanem a
frekvencia tartoméanyban is jol hasznalhat6. Mivel pedig a stabil repiilégépek mozgasa
jol kozelitheté harmonikus fliggvényekkel, azért ez a modszer széles kdrben hasznalatos.

Fontos bemutatni az indukdlt hatdsfiigguények modszerének az allapottér modszerhez
illesztett alakjat. A levezetés a szakirodalomban megtalalhato (pl. [10]), a végeredmény a
kovetkezd:

{Z}{—blbz(gvo/ § -(h+ ;(2\6/ J{Z}{ﬂa(t); (I.14)

. ()=c[un@§ (av a9z v ¥ 2

ahol:
A =0.165;h = 0.0455A = 0.339,= 0.3;

A (II.14)-ben megjelend két, allapotvektor-elem konkrét fizikai tartalma nehezen
hatarozhatd meg, a fontos a kimenet, amely az idében valtozo felhajtderd tényezo értékét
szolgaltatja.

Megjegyzendd, hogy a (I1.14)-ben adott dllandok a Wagner fiiggvénybdl szarmaznak.
A szakirodalomban hasznalatos példaul az A =0.5;b = 0.13 A, =0.5;b, = La Kiissner

fiiggvényhez rendelt egyiitthatd csoport is.

Az Osszenyomhatdsag, korldtozott Mach szdmig alapvetéen a Prandtl-Meyer
transzformacié segitségével vehetd figyelembe. (IL.15)-ben egy, a szakirodalomban
javasolt Wagner fiiggvény kiterjesztést mutatunk be, amely a fent emlitett, korlatozott
Mach szamig alkalmazhato:

—0.0455( }MZ)

_1-0.16%

3 - 0.3 2 m?)
o(s, M) 0.338 : (TL15)
(2-m)
Az instaciondrius aerodinamikai folyamatok leirdsanak jelentdsen kiilonbozé utjat
jelentik a fél empirikus modellek — ezek legismertebbike az ONERA féle szemi empirikus

differencidlegyenlet rendszer, amelyet itt szintén csak megemlitiink. Ezt b6vebben a
vonatkozo szakirodalom mutatja be. E modszer tipus elénye, hogy a teljes folyamatba
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II. Az instacioneritds és hatdsa

illeszkedik egy, a tobbivel egyiitt megoldhatd, az instacioneritast leird
differencidlegyenlet rendszer. Hatranya viszont, hogy haszndlatdhoz konkrét
egylitthatok ismerete sziikséges — ezeket tobbnyire aerodinamikai mérésekkel kell
meghatarozni (pl. identifikalni).

Napjainkban, a numerikus modszerek egyre nagyobb teret hdditanak, az
instaciondrius aerodinamikaban is. Jelenleg nehézséget okoz példaul a szerkezet
mozgasa miatti perem valtozas figyelembe vétele, illetve a meglehetdsen nagy szamitas
igény. A jovOben azonban e moddszerek térhoditdsa, akar egyeduralkoddva valasa
varhato.

A II. pont alapvetden az instacioneritas figyelembe vételének a fontossagara hivja fel a

figyelmet, komolyabb érdekl6dés esetén a vonatkozd szakirodalom (pl. [2], [3], [5], [6],
[8], [10], [14], [15], [18].....) alapos tanulmanyozasa javasolhato.
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II1. Periodikus aeroelasztikus jelenségek

A periodikus aeroelasztikus jelenségek az I.1. abra ,IV” jelti teriiletére tartoznak,
ezekben mindharom (aerodinamikai, tehetetlenségi és rugalmas) erdhatast figyelembe
kell venni. Ide a gerjesztett (pl. razas, lobogas) és az ongerjesztett (pl. flatter) jelenségeket
soroljuk — de ide tartozik a rugalmas repiilégépek dinamikaja is.

Ennek a fejezetnek a targya egy olyan flatter modell (repiilégépszarny kapcsolt
hajlito-csavaro lengésének vizsgalatara szolgald fizikai-matematikai modell) bemutatésa,
amely ugyan elég egyszer(i, de emellett szinte minden, lényeges fizikai hatds megjelenik
benne. A munka elméleti részét egy szamitasi példa koveti. Megjegyzendd, hogy a flatter
szamitds tartalmazza a divergencia szamitasat, minddssze a tehetetlenségi er6hatasokat
kell bel6le kihagyni.

Az érdekesség kedvéért megemlitjiik, hogy a ,flatter” megnevezést elterjedten
haszndljak még az elektronikdban is: igy nevezik példaul a beérkezd elektronikus jelek
gyors valtakozasat, amit példaul az atmoszféra zavarai idéznek elé. De flatternek
nevezik példaul a CD vagy DVD lemezek gyors forgdsa kozben el84llé rezgéseket - ezek,
természetesen zavarjak, vagy akar lehetetlenné is teszik a jelrogzités, jelolvasas
folyamatat. Mi itt, a repiilégépszarnyakon létrejovo flatterral foglalkozunk.

ST \/:/ | \\:\/ :

r // \ / \\
B . —~__
¢e_ e

P \\ P
- —— | — |
i —_—
A~ o

[ll.1. &bra: Szarny flatter és szarny-kormanylap fl  atter

A repiilégépszarnyakon 1étrejove, klasszikus flatter folyamata lathaté a IIL.1. abra
fels6 részén. Itt megfigyelhetd egy hajlité lengés, amelynek alsé sz€lsé helyzete az ,,A”
illetve a vele lényegében azonos ,E” pontban van. A fels6 széls6 helyzet pedig a , C”
pontban lathat6. A ,B” pontban nulla kitérés és a harmonikus lengések elmélete szerint
maximalis, felfele irdnyuld sebesség van. A ,D” pontban, a ,,B”-hez hasonldan, nulla a
kitérés, de maximalis, lefele irdnyuld sebesség lathatd. Ez tehat egy teljes, hajlité lengés
periodus.
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I11. Periodikus aeroelasztikus jelenségek

Figyelmesen ranézve a IIl.1. dbra fels6 rész abrdjara, lathatd egy csavard lengés (teljes
A", a ,C” és az ,E” pontban lathatd. A maximalis elcsavarodast pedig a ,B” és ,D”
pontban talaljuk.

Ezek szerint, a IIl.1. dbra fels6 részén egy, azonos frekvencidju, de 90 fokos fazis
eltérési hajlitdé és csavar6d lengés lathatd egyiitt. Amennyiben ez a helyzet, akkor
megallapithato, hogy a szarny felfele lendiilését a novekvé beallitasi szog miatt novekvd
légerd (felhajtd erd) segiti. Es ugyanigy: a szarny lefelé lendiilését a csokkend beéllitési
sz0g miatt csokkend légerd is segiti. Ez egyfajta aerodinamikai gerjesztés, amely a flatter
sziikséges, de nem elégséges feltétele.

A flatter tényleges vizsgalatakor a fenti fizikai meggondoldst ugyanis ki kell
egésziteni a mozgasi sebességekbdl szarmazd allasszog valtozas aerodinamikai csavard
nyomatékra kifejtett hatdsaval, ami az ellenkezd értelméi aerodinamikai kapcsolddast
jelenti. Illetve a vizsgalat kiegészitendd a tehetetlenségi kapcsolat leirasaval, valamint az
id6ben valtozo légerdk szamitasaval is.

Mi, a szakirodalom nyoman, a tovabbiakban csak azt vizsgaljuk, hogy mely repiilési
sebességen jon létre azonos frekvenciaju hajlitd és csavard lengés, és nem vizsgaljuk,
hogy a két lengés fazisa mennyire tér el. (Ha példdul a frekvencia azonos, de a
taziseltérés nulla, akkor a fent targyalt kapcsolddds nem jon létre!) Ezt a sebességet
nevezziik ebbdl a szempontbdl kritikus vagy flatter sebességnek. Ez, a szakirodalom
szerint egy biztonsagos korlat.

A III.1. &bra alsé részén egy szarny-kormanylap flatter, azaz kapcsolt hajlité csavaro
lengés folyamatat mutatjuk be. Ebben a folyamatban a hajlitd lengést a teljes, szarny-
kormanylap rendszer végzi, és ra ugyanaz érvényes, mint amit az dbra fels6 részével
kapcsolatban mar kifejtettiink.

A csavard lengést viszont a teljes szarny helyett csak a kormanylap végzi — az
egyszerliség kedvéért feltételeztiik, hogy a szdrny-rész dnmaga nem csavarodik el. A
kormanylap ilyen értelmi mozgasat példaul a kormanyvezérld rendszer rugalmassaga
teszi, teheti lehet6vé. Egyébként a csavaro lengésre korabban leirtak értelemszertien
érvényesek a kormanylap lengési folyamatara is.

Végeredményben a III.1. dbra alsé részabrajan kialakuld folyamat, 1ényegi elemeit
tekintve nagyon hasonlit a fels§ abran vazolt folyamathoz, illetve megallapithatd, hogy
az azonos frekvenciaju, de 90 fokos faziseltérésti szarny-kormanylap hajlitd lengés és
kormanylap csavard lengés a csavards iranyabdl a hajlitas felé mutatd, aerodinamikai
gerjesztést jelent — és ezzel el6all a szarny-kormanylap flatter lehet&sége

Elsé lépésben a IIl.1. dbran lathatd, mindkét folyamatot egyiitt leir6 matematikai
modellt alakitunk ki. A kévetkezOkben ugy tekintjiik, hogy a szarny flatter (a IIL.1. dbra
fels6 részén lathato folyamat) csavaro lengés része a divergencia kovetkeztében eldallo,
idében allandonak tekinthetd elcsavarodas koriil, mint kozépérték koriil jon 1étre. A
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I11. Periodikus aeroelasztikus jelenségek

vizsgalatot a III.2. abran feltiintetett koordinata rendszerben (példaként a bal szarnyra)
végezziik.

Tekintsiik a IIL.2. abran lathato, egyszertsitett szarny-
kormanylap modellt. Tegyiik fel, hogy a szarny egy
hajlité-csavard rugoén keresztiil csatlakozik a torzshoz,
illetve, hogy a kormanylap egy, csavaré rugdval
csatlakozik a szarnyhoz. A  késObbiekben, az
egyszerliség kedvéért feltessziik azt is, hogy a szarny
hurhossza és profilja allandé - vagyis a valds fél-
szarnyat egy rugalmasan csatlakozo elcsavaratlan
lll.2. dbra: Koordinata rendszer ~ téglalap szarnnyal helyettesitjiik. A rugalmas tengely

és a szamy-modell pedig (az dbrén a szaggatott vonal) a szimmetria sikra
merdleges, egyenes vonal.

A geometriai méretek definialasanak mddja lathaté a IIL.3. dbran. A kitizott feladat
targyalasahoz elegendd egy ,, X, — z,” koordinata—rendszer felvétele:

95 P <K

X, /XAC > 0] X W\\

k AC R (G LT =
@ -

[11.3. abra: A geometriai méretek definiadlasa

A koordinata rendszer origojat az ,R”, rugalmas tengelyre tessziik, mivel az lesz a
hajlito-csavaro lengést végzd fél-szarny fizikai forgaspontja. Legyen az ,,AC” a profil és
egyuttal az elcsavaratlan, téglalap alaprajzi szadrny aerodinamikai centruma
(kozéppontja) és a ,,CG” pont a sulypont.

A szarny és a kormanylap jobb megkiilonboztethetésége miatt vezessiik be a ¢, a
szarny profilja menti és a ¢, , a kormanylap menti koordinatat. Az elméleti levezetésben

benne lesz a kormanylap, a gyakorlati feladat megoldasat azonban, ebben a munkaban,
az egyszerliség kedvéért a kormdanylap nélkiili elrendezésre mutatjuk csak be. A
kormanylap kitérését J, —val jeloltiik.

A vizsgdlt rendszer (a hajlité és csavard rugoval kapcsolodod szarny és a szarnyhoz
csavard rugdval kapesolddo kormanylap) a I11.4. abran lathatd. A harom, linedris rugot a
megfelel$ rugoallandoval (K, , K, €s K;) jellemezziik.

Az (L1) kifejezéssel az 1.2. abran lathato teljes vagy abszolut allasszoget a (Q'rges) @

torzs allasszoge (ay,,s) €s a rugalmas elcsavarodasi szog (&) 0sszegeként irtuk fel. A I11.4.
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I11. Periodikus aeroelasztikus jelenségek

abran lathato szaggatott vonal — hasonléan az 12. dbrahoz - legyen a kitéritetlen
kormanylap esetében érvényes nulla felhajtoerd irany.

[1l.4. abra: Véges szarny modellje

A mozgasegyenleteket az Euler-Lagrange egyenlet alapjan irjuk fel:

%(Z_E}(Z—EJ:Q i=1,2.n (esetiinkbena 3J; (IIL.1)

Az altalanositott koordinatak (itt:q,=z,; q, =, =0, ) fliggvényében a profillal
jellemzett fél szarny, mozgasi energidja:

1-. -2 1 . 1.
dEPZE[Ze—Epz‘/’] dm = E=-m i+ ?#+-0 9 (ITL.2)
ahol: M- a fél-szarny kormanylap nélkiili tomege;
S =-[ &dm;
(me)
©, = | &dm,.
(me)

A mozgasi energia meghatdrozasahoz ki kell szamitani a szarny tomegpontjainak,
illetve késébb a kormanylap tomegpontjainak ( dm, ) a sebességét. A sebesség

szamitdsaban a negativ eldjel az wXr vektori szorzasbol kovetkezik (a szogsebesség
» Y. ” irdanyu vektor, a helyvektor pedig , X,” irdnyba mutat, vektori szorzatuk , z,”

irdnyud és negativ elGjelli lesz). Csak megjegyezziik: a III.3. dbran vazolt elrendezésben,
amikor a sulypont a rugalmas tengely mogott van, az S; statikai nyomaték szamértéke

pozitiv lesz.
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I11. Periodikus aeroelasztikus jelenségek

[rjuk fel a korménylap sebességét és mozgasi energiajat is:
' . . ) 1
VK:ZE_(XK-'-EK)&_EKdK; €s dﬁzivi dm
innen:

L 0. -, O . . i 3 &
K:%z:+%z92+—2'<5§+ Sc#w+ D+ RIS (I11.3)

A (II1.3) egyenletben szerepl6 allandok jelentése:

me = J- dm ; Op = j (XK+5K)2d’T1<
(m¢) (mq)

O = f &edm, ; S = j (% +&) dm (I1.4)
(mc) (m¢)

%:_Ide”ll; Dy = ij(XK-'-fK)drn(
(me) (mc)

A fenti mennyiségek elGjelére a szarnyndl tett megjegyzés vonatkozik.
Meghatarozando tovabba a helyzeti energia is:

U :%Kzzz +—; K19792 +—; KJJE; (II1.5)

Szamitsuk ki az altalanos er6t is:

i :%; tt: W = ESz7+ M09 + M,3(3.); (IIL6)

Figyelem: a (IIl.6)-ban kozel ugyanazt a szimbdlumot ( 0 ) kétféle értelemben

haszndljuk: az indexes alak a kormdnylap kitérését, az index nélkiili alak pedig a
megvaltozast jelenti.

Ezzel mér felirhat6 a harom szabadsagfoknak megfelel6 harom mozgasegyenlet:

%{G(Eg;EK)HZz}Q. it =2; . =9; 4= m.7)
azaz:

(m+m)z+($+ $)9+ D+ K& (TIL.8)

(S +Sk) 2+(0p+0p)I+ DI+ KI= M; (TIL.9)

S22+ DI +0, O+ K = M; (II1.10)

A kovetkezOkben — a bevezetSben irtak szerint — egyszer(sitjiik a feladatot, és a
kormanylapot kihagyjuk a vizsgalatbdl. Az igy adodo mozgasegyenlet rendszer:

m,z+ S+ K z= E (IIL.11)
S z+0.59+ KI= M,; (I11.12)
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I11. Periodikus aeroelasztikus jelenségek

Megvizsgaland6 a (II1.11) és a (II1.23) jobb oldalan 4all6 erd, illetve nyomaték. Mivel a
modell, amit vizsgalunk egy fél szarny (fél repiil6gép), azért ennek az adataival kell
szamolni:

L G P, A G
F=—s+—=—|LVv?_¢c |+—=; .13
2 2 (20 2CLj 2 ( )
itt : CL = CfaTtees = CLI}’. (atorzs-'- 19 +£ + Aal'j

0
és:

L G .. 0. A

My == Xue # Mye == Xegr it M Ac——2V02—2 he e (I1.14)

(megjegyzendd, hogy a jelen elrendezésben X.; <0)

Az allasszog szdmitasakor figyelembe kell venni a profil fliggdleges sebességét (Zz,/V).

Ezen tul, az instacioneritds szamitdsba vétele esetén a megvaltozd felhajtderd, illetve
cirkuldcié miatt letiszd Orvények hatdsara is megvaltozik az allasszog (Aa; ). E két,

utolsd allasszog részt egyes (egyszerlibb) esetekben nem vessziik figyelembe; mas
esetekben pedig, amikor fizikailag pontosabb modellt alkalmazunk, igen.

II1.1. A szarny-flatter egyszertsitett vizsgalata

A fentiekben levezetett, szarny-flatter modellre egy igen egyszer(i vizsgalati eljarast
mutatunk be, remélhetdleg ebbdl is tobb, értékes tanulsag vonhatd le. Ebben a modellben
nem szerepel a sulyer6 és nyomatéka és az aerodinamikai centrumra vonatkozd
nyomaték sem. Ezek ui. adott repiilési sebesség esetén allandd értékiiek — igy a
kihagyasuk megengedhetd, a homogén rész altalanos megoldasat nem valtoztatjak.
Végeredményben a [20] szerinti két mozgasegyenlet:

d’z, d?9 _ L
4 Lok (IIL.15)
d*s +s, d°z _L Yoo — K9 (II1.16)
P dt? a2 2 "

A (III.15) és (III.16) - bol — a szakirodalom nyomdn - kihagyjuk a rugalmas
elcsavarodasi szog alland6 részét is.

Tegyiik fel, hogy a hajlité lengés és a csavaro lengés egyarant harmonikus lengésként
irhatd fel, azaz (itt az ,A” index az amplitadéra utal):

z,=z¢ és9=9,€; (IIL.17)
Helyettesitsiik be (IIL.15)-be és (I111.16)-ba (I11.17)-et:
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I11. Periodikus aeroelasztikus jelenségek

Mz, & - w9, ¥ =-( [2)- K z'é; (I11.18)
—0, 3,8 - Sz 8 =( U2) %.- K9,'8; (IIL.19)

A felhajtéerd valtozo része is felirhatd az w korfrekvencia segitségével:

%: gvoz _'2 9= £2 \/02_A2 @3, (II1.20)

A (II1.20) tulajdonképpen a felhajtoerének a sulyerd feletti részét jelenti. Konnyen
belathatd, hogy az igy felirt felhajtéer6-novekmény a nulla alapérték koriil
(harmonikusan) valtakozik, a kozépértéke nulla.

Mivel az €“ minden tagban megjelent és e tényezd értéke altaldban kiilonbozik
nulldtdl — az egyenletekben ezzel a tényezdvel egyszerisithetiink, tovabba minusz
eggyel szorozva kapjuk, hogy:

mafz, + gaﬂ?Azg \f%‘ &9+ K 7 (IIL21)
0.8, +Suaf z,= -2 \42é 69, %o+ K9, (II1.22)
P A p A 2 2 A ‘AC ~

A fenti két egyenlet (benniik ismeretlennek tekintve a (ZA,19A) mennyiségeket),
vektor-matrix alakban is felirhato, ezzel homogén linedris algebrai egyenlet-rendszert
kapunk:

2 2 S
m.w - K, Sw-2¥5

q {Zﬂ _H
= (I1.23)
S, ePwZ—Kﬂﬁz’\g%égx\c 9a] L0

N

Megmutathato, hogy a (II.15)-(IIl.16) tn. merev differencidlegyenlet rendszer, a
numerikus megoldasa explicit mddszerekkel gyakorlatilag nem lehetséges -
numerikusan az implicit mdodszer osztaly, nevezetesen a BDM (Backward Diffrence
Methods) mddszer csoport haszndlata javasolhatd.

A homogén linedris algebrai egyenlet-rendszernek a trivialistdl kiilonb6zé megoldasa
pontosan akkor van, ha a determindnsa zérus:

¢ e - oo
c dj|d,] |O
a=ma-K; b= 6t -2 V> ¢

c=§a; d=0,6P- K+D S ¢ g

(I1.24)
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I11. Periodikus aeroelasztikus jelenségek

A determindnsban meghatdrozott miuveletek elvégzése utdn egy, w -ra nézve

negyedfokt, & -re nézve méasodfoku egyenletet kapunk:
Auf + B’ + C=0;

A=mO.- i C= KK- KZ Y2 & x5

B=SD§V2§Q’+ n e Y—i Ex- mKO, K

(I11.25)

A (I1.25) egyenletbdl kisebb sebességeknél, ha B —4AC> 0 két, kiilonbozé valds
sajatkorfrekvenciat kapunk. Abban az esetben, amikor a sebesség novelésével a

B? =4AC egyenléség teljesiil, csak egy, kozds sajatkorfrekvencia adddik — ezt a
sebességet nevezziik a szarny flatter sebességének (esetleg kritikus sebességnek).

Nem szabad elfeledkezni arrdl, hogy ez egy nagymértékben egyszerisitett modell
(linedris és semmiféle csillapitast sem tartalmaz); ezért a belle szarmazd eredményeket

Ovatosan kell kezelni.

II1.2. Szamitasi példa

Vélasszunk példaként egy repiilégépet, melynek adatait az aldabbiakban adjuk meg:

A szarny fesztav: b= 15[ m] A repiil6 stlya: G= 280({ N]
Szarnyfeliilet: A=7.5+ 7.5[ mz] Fél-szarny témeg: m, = 57[ kg]
Referencia Viee = 30[ m/ é Sulypont helye: Xoe O-0. 195[ m]
sebesség: (szamitott érték)
Hur: Fél-szarny tehetet-

c=1m

[ ] lenségi nyomatéka: | Op = 4-75[ kgmz]
Felhajtdero tényezo ac Fél-szarny statikai _
a_ - =5,7 k
irdnytangense: ¢ = O_OL' = 4.3 Yrad] nyomatéka: > [ kand
AC tavolsag: Xyo = 0_]{ m] Hajlito K = 5500({ N/ m]
rugoallando: ‘

Nyomatéki _ Csavaro

Coac = 0.1 K, =8500Q Nny rad
tényezd: he rugdallando: i q n ]

Az ,R” pont és a kilépdél tavolsaga:

X = —0.65 m|

A flatter vizsgalatdban fontosak az instaciondrius hatdsok. Ezek figyelembe vétele —
ebben az egyszerii példaban — a legegyszer(ibb mddon torténhet csak. A letiszé orvények
hatdsat a felhajtoerd tényezd iranytangensének csokkentésével vessziik figyelembe:

Cl =0.9¢7;

Linst
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Az instacioneritas masik hatdsa szerint a szdrnyat koriilvevd levegd egy része a
szarnnyal egyiitt mozog: ugy tekintjiik, hogy az egyiittmozgd tomeg az a levegd tomeg,
ami a szarnyat pontosan befoglalé henger tartalmaz. Ezt kapcsolt tomeggel, kapcsolt
statikai nyomatékkal, illetve kapcsolt tehetetlenségi nyomatékkal vessziik figyelembe —
ezeket az értékeket az alabbi tablazat tartalmazza:

Kapcsolt tomeg: Mep = 7.2[ kg] Kapcsolt statikai Sep = 1.4[ kgn}
nyomaték:

Kapcsolt tehetet- O = 0.9[ kgmz]

lenség:

A repiil6gép referencia allapotbeli teljes allasszoge:

2G C
Clrer = pva: 0.339; aTe,jesREF:?& = 0.0787fad] = 4.5]%ok]; (I11.26)

A tovadbbiakban feltessziik, hogy a repiilégép ebben a referencia-allapotban
kitéritetlen kormdannyal repiil, vagyis a (III.14)-ben adott, eredé nyomaték értéke nulla:
My =0=LXsec*+ My =G X
L X, =280000.1= 28pNn;

M e zgvozAhQnAczﬁzszOZ D'S[q_ 0':) =" 826.PNH}

_ Lx,c+ M, _280-826.9__ _ '
Xos s 2800 0.195312pm| O- 0.195M;

Ebben az allapotban a rugalmas elcsavarodas szoge nulla, és mivel nincs idében
valtozo hatas, illetve folyamat, akkor:

aTtees = tﬁrzs. 19 = O’ (11127)

A fenti modellben a divergencia folyamata is vizsgalhatd, ezt itt konkrétan nem
vizsgaljuk, csak néhdny, altaldnos megjegyzést tesziink.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy az igy meghatdrozott sulypont helyzet nem
valtozik — vagyis ez a feltételezett repiilégép sulypont helyzete. Tovabbi, a referencia
sebességtdl kiilonbozd repiilési sebességek esetén a repiilégép vezetd a kereszt-tengelyre
vonatkozé nyomatékot a magassagi kormdnnyal egyenliti ki. Azaz a sulypontra
vonatkozé eredé nyomaték mas repiilési sebességeken is nulla lesz — de ez a vizszintes
vezérsik nyomatékaval egytitt adddik igy. Ez a nyomaték a tovdbbiakban a rugalmas
szarny szempontjabol kiils6 nyomatéknak tekintendd, ezért a (II.15) - (II1.16)
differencidlegyenlet rendszerben nem szerepel.

Feltessziik tovabba, hogy a felhajtderd allando része, illetve idében valtozo folyamat
vizsgalata esetén (flatter) a kozépértéke egyenlé a sulyerd ellentettjével: vagyis a
tovabbiakban is fenndll az eregyensuly (vagy legaldbb a felhajtoerd kozépértékére vett
erbegyensuly).
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I11. Periodikus aeroelasztikus jelenségek

A fenti magyardzd megjegyzésre azért van sziikség, hogy megmutassuk: létezik,
létezhet a fligglleges tengelyre vett erdegyensuly és a kereszttengelyre vonatkozd
nyomatéki egyensuly, mikozben a repiilégép a referencia sebességtdl kiilonbozd
sebességgel (vizszintesen) repiil. A globalis egyensuly feltevése mellett viszont a
szarnynak id6ben allando6 vagy valtozo hajlitd és csavard deformacioja lesz.

A vizsgalt valosagoshoz legaldbb is kozeli repiilési dllapot rogzitése azért is fontos,
mert a klasszikusnak tekinthet§ szakirodalomban a divergencia jelenségét egy
szélcsatorna modellen vizsgdljak — ebben az esetben az L =G feltétel teljesiilését nem
kovetelik meg, az igy el6allo modell lényegesen kiilonbozik az altalunk definialttol. (A
divergencidval részletesen az I.1.2. pontban foglalkoztunk.)

A fentiekben definidlt, igen nagyvonalt modell alapjan, a minta-adatokkal elvégeztiik
a flatter szamitdst. Az eredményt — a B°-4AC= f(\{)) értékeket a sebesség
fiiggvényében — a IIL.5. abran tiintettiik fel. Ameddig ez a mennyiség nagyobb, mint
nulla, addig a (IIL.25) negyedfoku, algebrai egyenletnek két, kiilonbozd, valos gyoke

adédik — hiszen (I11.25) & -re nézve méasodfoku és &’ kiszdmoldsa utan w gydkvondssal
megkaphatd. Ebben az esetben a plusz-minusz eldjel parnak nincs jelentdsége.

A B?-4AC=0 esetben egy, négyszeres gyok adodik — pontosan ez a flatter, illetve az
ehhez az esethez tartozd sebességet nevezziik flatter sebességnek. Ezt a helyzetet a
példéaban a referencia sebesség folyamatos novelésével értiik el.

A sebesség tovabbi novelése B” —4AC< 0 esethez vezet, ekkor a (I11.25) egyenletnek a
valos szamok felett nincs megoldasa. A IIL.5. dbrdra pillantva egyébként észreveheto,

hogy a vizsgalt diszkriminadns rendkiviil meredeken valtozik.
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l11.5. abra: A példaszamitas eredménye

Az ,1”-es jelti gorbe az alap esetet mutatja, amikor sem a kapcsolt tomegeket, sem az
instacioneritast nem vessziik figyelembe. A metszéspont a ~ 64.09[m/s] sebességnél
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I11. Periodikus aeroelasztikus jelenségek

adodik. Ekkor alakul ki a csavaro és hajlitd lengés kozos (azonos) sajatkorfrekvenciaja,
ennek értéke ~ 64.85[r / S] . Ennél kisebb sebességeknél két, kiilonbozd sajatkorfrekvencia

létezik: pl. a referencia sebességnél az 3 =33.19r/s| és @ =132.23r/s]

sajatkorfrekvencia jellemzi a hajlito, illetve a csavard lengést (a referencia sebesség:

Vo =30[nY ).

A ,2"-es jelli gorbe a kapcsolt tomegek hatdsat mutatja. Ez egyértelmten a flatter
sebesség csokkenését eredményezi: V, D57.54m’§ . Hasonloképpen, bar kisebb

mértékben csokken a kozos sajatkorfrekvencia értéke: @ = w, D60.9Qr / S] .

Végiil a ,3"-as jelt gorbe — amely az dbrazolt sebesség tartomanyban a két el6z6 gorbe
kozott fut — tartalmazza a kapcsolt tomegek és az instacioneritds hatasat is. Ebben az
esetben a flatter sebesség értéke ~ 60.6Qm/ﬂ . A koOz0s sajatkorfrekvencia pedig

~60.99r/s].

A fentiekben leirt szamitasi modszer — ekvivalens mennyiségek bevezetése esetén —
véges szarnyra is alkalmazhat6. A mddszer levezetése soran azonban tobb, jelentds
egyszersitd feltételt kellett bevezetni. Ezek miatt az eljards és az eredménye (amely a
vonatkoz6 tankonyvek egyszeri mddszereivel lényegében azonos), meglehetOsen
bizonytalan, gyakorlati esetben legfeljebb elsé becslésként hasznalhato.

A numerikus modellezéssel kapcsolatban ismételten hangsulyozzuk, hogy
amennyiben a sajatértékek erdsen kiilonboznek, mint esetiinkben a referencia
sebességnél, akkor — pl. [12] szerint — az explicit mddszerek helyett implicit mddszerek
alkalmazandok.
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IV. Aeroelasztikus modellek

A repiil6gépek szerkezete — a ra hato igénybevételek kovetkeztében — deformalodik. A
repiilogép és a szerkezete is haromdimenzids, ennek megfeleléen minden egyes pont
elmozdulhat, illetve elfordulhat a tobbi ponthoz képest. A deformacié ilyen
részletességli vizsgalata messze meghaladja a lehetéségeinket. Ebben a fejezetben egy
leegyszertsitett rugalmas modellel foglakozunk — ez lathatd a IV.1. dbran.

IV.1. dbra: Rugalmas repll 6 egyszer G modellje

Feltételezziik, hogy az altalunk vizsgalt kérdéskorben a szerkezet olyan, rugalmas
vonalakkal modellezhetd, amelyeknek van hajlité (IE) és csavaro (1,G ) merevsége. A

rugalmas vonalakat az egyes szerkezetek csavaro (vagy rugalmas) kozéppontjai alkotjak.
A kovetkezd vizsgalatokban csak a legegyszertibb, linedris modellekkel foglalkozunk,
illetve elhanyagoljuk a nyir6 deformacidt, amely altaldban sokkal kisebb, mint a hajlité
deformacio.

Ezekhez a rugalmas vonalakhoz a hajlitd és csavar® merevségen tul, az eredeti
kialakitasnak megfeleléen tovabbi tulajdonsagokat is rendeliink. Minden vonalnak van
megoszl tdmege (M [ kg/ nj) — ezeknek a tomegeknek az Osszessége a teljes repiilégép

tomegét adja. Létezik tovabba, a rugalmas kozéppontra szamitott, megoszld
tehetetlenségi nyomaték (© [kgrﬁ / rrﬂ) és statikai nyomaték is (S [ kgt rﬂ1). Illetve, az

egyes vonalakon — az eredeti szerkezet tulajdonsdgainak megfeleléen — a levegd helyi
sebessége szerinti légerdk és ezek nyomatéka keletkezik.

A vizsgalatokat — altaldban — a IV.1. abran feltiintetett, ,elasztikus”-nak nevezett
koordinata rendszerben végezziik.

Ebben a fejezetben — a fontossaganak megfeleléen — részletesen a repiilégépek
szarnyaval foglalkozunk. A tovabbi szerkezetek részint hasonldé modszerekkel
vizsgalhatok, részint a repiilégépek esetében nagyon sok, ilyen tipust probléma a
szarnnyal kapcsolatban meriil fel.
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IV. Aeroelasztikus modellek

Egy szarny részletesebb modelljét a IV.2. abran tiintettiik fel. Az dbran egy , V" allas
nélkiili, (egyszeresen) nyilazott szarny lathatd (részletesen azonban csak az egyenes
szarnyakat vizsgaljuk).

IV.2. dbra: Véges szarny modellje

A szarny haromdimenzidés modelljét a IV.2. dbrdn tiintettiik fel, az (Xe, Yer Ze)

koordinata rendszerben. Feltessziik, hogy létezik aerodinamikai centrum (AC), ennek
helyét az X, és az Y, fliggvény hatdrozza meg. A szarny stulyvonalat (SP) az Xy €s az

Ysp fliggvény, a rugalmas tengelyt pedig az X; és az Y, fiiggvény irja le. Ezek nem
feltétleniil egyenes vonalak — bar sok esetben jol kozelithetOk egyenessel. Az egyszer(iség
kedvéért csak egy nyilazasi szoget (/\) definidlunk, illetve az egyenes, ,, V" allas nélkiili

szarnyat vizsgélva feltessziik, hogy X, = Xz( V,) =0.

A szarny fontos jellemzdje a megoszld tomege (m* [kg/ n]) és a rugalmas tengelyre
vonatkoztatott megoszld tehetetlenségi nyomatéka (G)* [kgn‘? / m]), valamint megoszld
statikai nyomatéka ( S [ kg n]1 ). Adottnak tekintjiik tovabba a szarnymetszetek
beallitasi szog eloszlasét (@, =a,(Y,)) és a hur eloszlast (h=h(y,)) valamint a profil
jellemzdket (els6 sorban a ¢ = ¢ ( ye) figgvényt). A vizsgalatainkban felhasznaljuk még

a hajlitd merevség eloszlast: 1E = |E (ye) és a csavard merevség eloszlast: 1.G =1,G (ye) .

A IV.2. dbran vézolt esetben a szérny rugalmas tengelye az Y, tengely, amelyre
altaldban igaz, hogy: ¥, = Y,/COSA. Amennyiben a megoszlé csavaré nyomatékot (tcs)

az (Xe, Yo Ze) rendszerben szamitjuk, akkor az felbonthaté egy, a rugalmas tengely

irdnydba mutatdé megoszlo csavard nyomatékra (tCS) és egy megoszlo hajlito

nyomatékra (tH ) . Vagyis, nyilazott szarny esetén a csavarasbdl hajlitas is szarmazik.
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IV. Aeroelasztikus modellek

A vizsgalat arra iranyul, hogy meghatdrozzuk a szarny hajlitdé lengését leiro
z,= 7,( Y. 7) és arugalmas elcsavarodésat lefré & =(y,,7) fliggvény-part.

A repiildgép szerkezetek matematikai modellje — az altalanos fizikai targyalasmodnak
megfeleléen — lehet differencidlegyenlet vagy lehet integralegyenlet. Tekintsiik el6szor a
differencidlegyenletet, és korldtozzuk a vizsgdlatot egyenes szarny (A =0) esetére. A
mechanikabdl ismert, hajlitott tarté rugalmas szalanak differencidlegyenlete kimondja,
hogy a gorbiilet egyenesen aranyos a hajlité nyomatékkal és forditottan aranyos a hajlité
merevséggel:

M 9’ 9%z, . 0°Z
v _ E _ N-m2%. V.1
% IE ayj( ang pz(ye ) or? V-1

A (IV.1) egyenletben az idét r—val jeloltiik, megkiilonboztetendd a t-vel jelolt
megoszld csavard nyomatéktol. A (IV.1) bal oldalan allo, kiinduld egyenletet a hely
szerint kétszer derivalva a jobb oldali végeredményt kapjuk; itt p, ( Yes T) az ered¢ kiils6

megoszl4 terhelés és —m (02 z/or 2) pedig a tehetetlenségi er6bdl szarmazo, megoszld

terhelés.

Egyszertien belathatd, hogy ha centrifugalis erd (C(ye)) is hat (pl. helikopter

rotorlapat esete), akkor (IV.1)-et a bal oldalon &ll6, a centrifugalis eré merevitd hatasat
figyelembe vevd taggal kell kibdviteni:

o> ( _d’z) 0 0z, 0%z
IE -—|C(y.)==|= T)— m—; 1v.2
6y§( ayij aye[ (yE)aye P(YeT) = M (2

A (IV.1), illetve (IV.2) negyedrenddi, parcialis differencidlegyenlet, megoldasahoz
kiilonb6z6 technikdkat alkalmaznak - taldan a leggyakoribb a sajatlengésképek
segitségével torténé megoldas.

A rugalmas szal elcsavaroddsara — a mechanikabdl szintén ismert differencidlegyenlet
—az alabbi formdaban irhat¢ fel:
d 0 . 0%9
. G— |=-t T)+0 —: V.3
( P a ye] y ( ye ) a TZ ( )

oy,

A (IV.3) masodrendd, parcialis differencidlegyenlet, megolddasat szintén alapvetden a
sajatlengésképek modszerével kereshetjitkk. Amennyiben centrifugdlis er6tér is hat, akkor
ez az egyenlet az alabbi formaban irhat¢ fel:

0 03 . , 0°9
ay. ('PG W]‘@ Grefd’ 2 ya7)+0 52 (@1 049 V.4

e

A (IV.4)-ben, a korabban alkalmazott ,t0rzs allasszog”-et a fesztav mentén valtozo, az
elcsavaratlan szarny alakjat leir6, a, bedllitasi szogre cseréltiik.
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IV. Aeroelasztikus modellek

A pz(ye, T) ered6 kiils6 megoszld terhelés és a ty(ye,r) eredd kiils6 megoszlo

csavar¢ terhelés tartalmazza az aerodinamikai hatdsokbdl szarmazé megoszl6 erdket és
azok rugalmas tengelyre vett nyomatékat, altalanos esetben beleértve az instacioner
aerodinamikai hatdsokat is, illetve a megoszlo sulyer6t és annak megfelel6 nyomatékat.

Egy rugalmas repiildgépszarny viselkedését tehat a (IV.1) és (IV.3) segitségével
vizsgalhatjuk, egy rugalmas rotorlapat vizsgalatahoz pedig a (IV.2) és a (IV.4)
felhasznaldsara van sziikség. Tobbek kozott ez az elméleti alapja példaul a szarny vagy a
rotorlapat flatter-szamitasanak is.

A (IV.1) és (IV.3) nem csak egy repiilégépszarny viselkedésének vizsgalatara
alkalmas: megfelel6 mdodon alkalmazva (és sziikség szerint kiegészitve) egy teljes,
rugalmas repiilégép vizsgalatat is elvégezhetjiik igy. Természetesen egy ilyen vizsgalat
altalaban sokkal-sokkal bonyolultabb lesz, mint a , hagyomanyos” repiilésmechanikai
elemzés.

Az egyszertség kedvéért vizsgaljuk csak (IV.1)-et, és ezt is abban az esetben, amikor
nincs kiils6 terhelés:

2 2 2
O [1g9% |=w=—m P2, (IV.5)
A ay; or

A fenti egyenlet bal oldala csak a hely, a jobb oldal csak az id6 fliggvénye - ezért ezek
egy kozos allanddval egyenldek. Tegyiik fel tovabba, hogy a z = Ze( A T) hajlito
deformacio fiiggvény-szorzatként irhatd fel, ahol az egyik tag csak a hely, a masik csak

az id¢ fliggvénye:

Z(Ye7) = Z( y) T(7); (IV.6)

Ennek alapjan (IV.5) a kovetkezd modon irhat¢ fel:

> =af = < (IV.7)

A (IV.7) pedig két egyenletre bonthato fel:

(IE Z") -afm 2=0; (IV.8)

T+a’T=0:
(IV.9)

Ezzel az eredetileg negyedrend(i, parcidlis differencidlegyenlet visszavezethetd egy
negyedrend(i és egy masodrendi, kozonséges differencidlegyenletre. Ezek pedig mar
nagysagrendekkel konnyebben oldhatok meg. A megoldas néhany részletével kés6bb, az
integralegyenlet forma targyalasa soran foglalkozunk.

39



IV. Aeroelasztikus modellek

Mar tobbszor megemlitettitk a dinamikai terhelés fogalmat. A tényleges hajlito és
csavard deforméacid kiszamitdsa ezen a teriileten is 4j utat nyit. Hagyomanyosan egy
igénybevételt mondjuk a , 0 =M / K 7 kifejezéssel szamitunk —itt az ,, M ” legyen a kiilsd,
terheld nyomaték, a ,, K” pedig a megfelel$ keresztmetszeti tényezd.

A fentiekben ismertetett szdmitds azonban megengedi, hogy a deformdci6
segitségével meghatarozzuk példaul a relativ megnyulast (£ ). Ennek ismeretében pedig
a fesziiltség a linedris tartomanyban a ,, 0, = E€” Osszefliggéssel szamithato.

Statikus terhelés esetén, nyilvanvaldéan o0 =0, , vagyis a kétféle szamitds azonos

eredményt koteles szolgaltatni. Ezzel szemben, id6ben valtozd terhelés esetén a kétféle
fesziiltség értéke egymastdl eltér, hiszen a valtozashoz olyan hatasok kotheték — pl. a
tehetetlenség — amelyek feltétleniil eltérést okoznak. Csak példaként: egy elég gyorsan
valtozo, el@jelet valto hajlitas soran nincs id6 a szerkezeti deformacié novekedésére és
ezért a fesziiltség is csak a valds deformacionak megfeleléen nd. Ekkor, példaul a
dinamikai terhelés jelentésen kisebb lehet a hagyomanyos modon szamitott
igénybevételnél.

Ennek, a modernnek tekinthet§ szamoldsnak a tovabbi elénye, hogy nyomon
kovethetd az igénybevétel idobeli lefutasa is és ezzel a kifaradasi folyamatok pontosabb
vizsgalata felé is megnyilik az ut. A ténylegest jol kozelitd dinamikai terhelés
felhasznalasaval megalapozott terhelési spektrum allithatd ossze.

Az integralegyenlet tipusti megkozelités két alapegyenlete a kovetkezd (b a fesztav):
b/2

2,(Y?) = [{C* (e[ PA7o7)= M )2y 1)} ot &

0

_bjz{cw( v )[41.7)-0 (190 )] 0 o (IV.10)

(Ve 7) =T{ C* (o[ pno7)-m(n)zn )]} & =
o ) (IV.11)
- e tund [y 0.1)- (190 ) e
ahol:

C*(y,,7,) - deformacié az y helyen hagz helyen egységdy+eerhelés hat
C¥(v..n,)~ deformacié az y helyen hagz helyen egyséepapar6- terhelés hat
C”Z(ye,fye) elcsavarodas az )y helyen haraz helyeh-eegységnyiteriés hat

C”(y..n7,) - elcsavarodas az,y helyen haspz  helyen egységavar6- terhelés ha
A (IV.10) és a (IV.11) egyenlet az altalunk vizsgalt teriileten a legaltaldnosabb egyenlet.
A fent szerepld, Green-féle hatasfiiggvények rendre kifejezik a hajlitoé terhelés okozta

lehajlas esetét (C*), a csavarasbdl szarmazo lehajlast (C?), a hajlitasbdl szarmazd
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IV. Aeroelasztikus modellek

elcsavarodast (C”*) és végiil a csavard terhelésbdl eredd elcsavarodas esetét (C*7). A
differencidlegyenlet bevezetésekor egyszertibb esetet vizsgaltunk, ott feltettiik, hogy a
hajlitds és a csavaras fiiggetlen, azaz: C¥ = C’*=0.

Ezek a hatasfliggvények szamitassal is meghatarozhatdk, azonban — kész szerkezetek
esetén — jellemzben méréssel szoktdk meghatdrozni Oket. Ez igen fontos, mert egy-egy
repiilogép szerkezet rendkiviil sszetett, szamos kisebb és nagyobb alkotd elembdl all és
ezen alkotd elemek kapcsolata is tobbféle lehet (pl. szegecselés, ragasztas, stb.). Az ilyen,
bonyolult szerkezetet napjainkban is nehéz szamitdssal vizsgalni - olyan
adatmennyiséget kellene bevinni, tdrolni és kezelni, ami meghaladja a jelenlegi
lehet6ségeinket. Ezzel szemben a mérés viszonylag egyszer(i, gyors és — mivel a
tényleges szerkezeten torténhet — mindent figyelembe vesz. Nyilvan tigyelni kell a mérés
megfeleld végrehajtasara.

Tekintsiik a tovabbiakban azt, az egyszeriibb esetet, amikor a hajlitds és a csavaras
fiiggetlen. Vizsgdljunk azt az esetet, amikor a kiils6 terhelés azonosan nulla. Vizsgaljuk
tovabba csak a hajlitast — a csavardsra a vizsgdlat nagyon hasonlé mdédon végezhet6 (ez
pl. [8]-ban ez megtaldlhatd). Ebben az esetben (IV.10) az alabbi formaban irhato fel:

b/2

z.(vor)= [{C*(wnd[-m(n)zn.0)} @ . (IV.12)

A szakirodalom nyoman allitjuk, hogy ez az integrdlegyenlet szétvalaszthato
megoldassal  rendelkezik, azaz (ez, feltételezésiink szerint azonos a
differencialegyenletnél feltételezett megoldassal):

Z(Ye7) = Z( y) T(7); (IV.6)

A megoldasok azonossdga matematikai modszerekkel bizonyithatd - ezzel azonban
egyenértékii az a fizikai megfontolds, ami szerint egy folyamat kiilonb6z6, de adekvat
modellje sziikségszertien azonos eredményre kell, hogy vezessen! (IV.6)-ot (IV.12)-be
helyettesitve kapjuk, hogy:

b/2

1) 2 () .= 7= V.13

Z(

Az id6 (7)) és a fesztav menti koordinata (Y, ) fliggetlen valtozok — (IV.13) bal oldala

csak az helytdl, a jobb oldala csak az id6tdl fligg, ami pontosan akkor lehetséges, ha
mindkét oldal egy, kozds allandéval egyenld (ez a kordbban mar bevezetett o). (IV.13)-
bol kovetkezik, hogy:

b/2

Z(y.)-af [ (o) Z( y) M(n) ¢ =0; (IV.14)

T+afT=0; IV.9)

A fenti differencidlegyenlet par masodik tagja azonos a (IV.8) - (IV.9)
differencidlegyenlet par masodik tagjaval. Hivatkozva az integralegyenletek elméletébdl
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IV. Aeroelasztikus modellek

ismert Hilbet-Schmidt tételre, (IV.12)-nek végtelen sok sajatfiiggvény ( Z ( ye) ) és
sajatérték (w) megolddas-parja van - és ezek a megoldas-parok, mint mar hangsulyoztuk,
azonosak (IV.8) lehetséges megoldas parjaival.

Ezen megoldas parok fenti sorrendben vett elsd tagjat sajatlengésképnek, a masodikat
sajatkorfrekvencianak nevezziik. A sajatlengésképekkel és a hozzajuk tartozd
sajatkorfrekvencidkkal a mindennapokban is rendszeresen taldlkozunk.

Trjuk fel a (IV.14) egyenletet két, kiilonboz4 sajatlengéskép-sajatkorfrekvencia parra:
b/2

Zo(y)=ah,[ C*(yend ZL y) m(n ) @

b/2

Z,() afICZZ Yo7 Z{ ¥) m(7 ) @

ahol: mn2{0,1,2,3,.} és m 1

Szorozzuk meg az els6 egyenletet Z (ye) ( ye) -el, a masodikat Z (ye) ( ye) -el és

integraljuk oket a fél fesztav mentén:

Fm Zmrﬁd)g:.([ Zﬁn[j c( ynd %*m/wlej dy

I
jZZm% jA{f@ wgam@]w

Megmutathato, hogy a fenti egyenletek jobb oldala - a hatasfiiggvény szimmetridja
miatt - azonos. Ezért:

b/2 b/2
(i——lj J' Z,Zmdy=0 = J' Z,Zmdy=0; hacsak# IV.15)
W @) o 0

A (IV.13) nagyon fontos és tanulsagos eredmény, a sajatlengésképek ortogonalitasat
fejezi ki. Azt mondja ki, hogy két, kiilonboz6 sajatlengés funkciondlanalizisbeli
értelemben vett skaldris szorzata, a megoszld tomeggel, mint matematikai értelemben
vett sulyfiiggvénnyel szorozva nulla. Ez, a funkciondlanalizisben a kiilonb6z6
sajatlengésképek ortogonalitasat jelenti. Fizikai értelemben pedig azt az igen fontos tényt
hangstlyozza, hogy a sajatlengésképek egymastdl fliggetlenek: egy sajatlengéskép nem
hiv el6 egy masikat, kozottiik energia csere nem valdsul meg. Egyszertibben fogalmazva,
egy-egy rezonancia alak képes 6nalléan létezni. Erre pedig a valdsagban szamos példat
lathatunk - elegendd lehet a fizika érdkon bemutatott all6-hulldmokra gondolni.

A fizikai munka az erd és az tut skalar szorzataként szamithato6 - ha az erd és az ut
egymasra merdleges, akkor nem végziink fizikai munkat. Altalanosabb értelemben ezt
latjuk a sajatlengésképek ortogonalitasa esetében is.

Ha feltessziik, hogy a nulladik sajatlengés: Z, ( ye) =leésw, =0, akkor ezzel egyrészt

megnyitjuk a lehetdséget a merev szarny (repiilégép) szamitasba torténd bevonasara,
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IV. Aeroelasztikus modellek

hiszen a fenti par éppen egy nem deformdlddd szarny (repiilégép) mozgasanak egy
szabadsagfokat képes leirni. Masrészt (IV.15)-bdl a kovetkezd egyenletre jutunk:

b/2

[zmdy=0; {1234} (IV.16)
0

Ez a stulypont tétel néven ismert egyenlet, kimondja, hogy a sajatlengésképekben a
sulypont nem mozdul el. (A sulypont transzlacids mozgasat éppen a nulladik
sajatlengéskép segitségével vizsgalhatjuk.)

A fentiekben targyalt z =z(y,7) é9=9( yr) rugalmas hajlitd és csavard

deformacio fliggvényt - a sajatlengésképek és sajatkorfrekvenciak bevezetése utan - az
alabbi formdban szamitjuk:

z(YeT) =2, Z( %) &i(7) (IV.17)

9(¥e7) =2 S(¥)si(7) (IV.18)

Mivel a hajlité (Z;) és a csavard (§) sajatlengésképeket és sajatkorfrekvencidkat a

szerkezet egyértelmiien meghatdrozza, azért ezek el6zetesen kozelitd szamitassal, vagy a
szerkezet elkésziilte utan méréssel meghatarozhatok. Ezek ismeretében azutdn a
rugalmas mozgds vizsgdlata negyedrend(li, kozonséges differencidlegyenletek
(numerikus) megoldasaval lehetséges. Ezekkel a modszerekkel részletesebben a
vonatkozé szakirodalom foglalkozik.
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V. Merevségi és kiegyensulyozasi kovetelmények

Az aeroelasztikus jelenségek részletes vizsgdalata rendkiviil fontos és igényes tervezés
esetén mindig meg is torténik. Ugyanakkor felmeriil az igény egyszer(ibb, gyakorlatibb
moédszerek irdnt - e moddszerek részben ellenérzésre, részben a részletes szamitasok
helyettesitésére szolgalnak. Eszerint meg kell vizsgalni, hogy az (elkésziilt) repiilégép {6
részei - szarny, torzs, kormanyfeliiletek, kormanylapok stb. - eleget tesznek a
késébbiekben bemutatand6 merevségi kovetelményeknek. Ide vonatkozd - kicsit régebbi
- szakirodalom [1], illetve [16].

A megfelel6en nagy merevség biztositja, hogy a repiilés biztonsagat veszélyeztetd,
barmely aeroelasztikus jelenség kialakuldsi sebessége elegendéen nagymeértékben
haladja meg a repiil6gép tizemszer(ien el6forduld legnagyobb repiilési sebességét.

A kapcsolt lengések rendszerint aerodinamikai és tehetetlenségi tton kapcsolédnak.
A kiegyensulyozasi vagy kiegyenlitési kovetelmények a tehetetlenségi kapcsolodas
kizarasat szolgaljak. Ezzel tehat a kapcsolt lengés lényegében megsziintethetd.

A merevségi kovetelményeket tobb, megtortént eseményben kdrosodott repiilégép
merevségi adatibol, illetve hosszu ideje esemény nélkiil, biztonsagosan repiilé gépek
merevségi adatai alapjan allitottdk Ossze. Ezek tehat statisztikai jellegli, fél-empirikus
kovetelmények, melyek korlatozott megbizhatdsaggal rendelkeznek, illetve a
megbizhatdsaguk novelésén allanddan dolgoznak.

A merevségi és kiegyensulyozasi kovetelményekre a légi alkalmassagi el6irdsok
kifejezetten tdmaszkodnak, példaként emlitjiik a [17] kiadvanyt, ami az FAA ilyen tipusu
segédlete, kisrepiilogépek szamara.

Az e pontban targyalandé kovetelmények kiilonb6z6, mechanikai rendszerek
Osszehasonlitdsdn alapulnak. Az aeroelasztikus jelenségek szempontjabdl lényeges
paraméterek:

¢ - jellemz hosszmérdt n

V - jellems (itt repiilés) sebessdg /n;s

o - aleved sﬁri[ség{ kg r?ﬂ;

o - aszerkezeti anyagk’sa’sége[ k@f rﬁ];

K - jellemz rug6allandd( itt csavargb[ Nph rad> kg 2};

A fenti paraméterekbdl két, dimenzidtlan mennyiség képezhetd, amelyek segitségével
tovabbi, szarmaztatott jellemzdk vizsgalhatok:

,o/a és lg/(afvz);
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V. Merevségi és kiegyenstilyozdsi kovetelmények

H. G. Kiissner vizsgalatokat folytatott olyan repiilégépeken, amelyeken létrejott flatter,
illetve olyanokon, amelyeknél nem jott 1étre flatter és az 1929-ben publikalt eredménye
szerint azt talalta, hogy kiegyenlitetlen kormanylap esetén flatter jon létre, ha az alabbi,
dimenzadtlan frekvencia kisebb, mint a kritikus érték:

kKR>;)—\? ahol k,=0.9+0.1% (V.1)

Az (V.1)-gyel definialt, dimenzidtlan sajatkorfrekvencia — a nevezdben 1évé 2-es
allandotol eltekintve — a hasonlosag elméletbdl ismert, Strouhal szamnak felel meg.

Az (V.1) kifejezésbdl rogton kovetkezik, hogy - amennyiben a fenti kritérium
alkalmazdasa mellett dontiink — a tervezett repiil6gép barmely, tizemszert sebességének
kisebbnek kell lennie az alabbi, kritikus sebességnél:

—_ a)h .
- _TKR’ (V.2)

Az (V.2) kifejezést a szakirodalomban gyakran ,Kiissner képlet” néven emlitik. A
szarny legkisebb sajatkorfrekvencidja méréssel vagy szamitdssal hatdrozhatd meg. A
hurhossz (h) a lengést végzd rész kozepes htuirhossza. Ezek alapjan a kritikus sebesség
egyszerlien szamithato.

A legkisebb sajatkorfrekvencia a szerkezet merevségével aranyosan valtozik. Ezért az
(V.2)-ben megfogalmazott kovetelmény a bevezetdben leirtak szerint egy, a merevségre
vonatkoz6 feltétellé {rhatd &t (feltesszilk, hogy a p/0 mennyiség véltozdsa

elhanyagolhatd):
K, .
—————2const ( csavarasrp
K p(b/2) Kv? to F
—— 2 const=
2 (V.3)
oy K—“3 >const ( hajlitasrg;
p(b/2)"Vv?
ahol:
K, - acsavaro rugoallandd
K, - ahajlité rugbéallandg
b - a fesztay
h, — akobzepes aerodinamikai ht

Az (V.3) kifejezésben definidlt hajlito, illetve csavard merevséget az alabbi mdédon kell

meghatarozni:

_ Nyomaték a szarnyvégen

" Elcsavarodas a szarnyvégen .
_ Maxidlis hajlito nyomaték fét fesztd’
- A szarnyvéqg lehajlasa

J

K,
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V. Merevségi és kiegyensiilyozdsi kivetelmények

A merevségi kovetelményekre vonatkozo, konkrét konstansok értéke tobb tényezo (pl.
a szerkezeti kialakitas, a rugalmas tengely helye, a sulypont helye, a tehetetlenségi
nyomaték stb.) fiiggvénye.

Az (V.3)-ban meghatdrozott forma helyett [16]-ban az aldbbi alakii merevségi
kovetelmények olvashatok:

K K 1 |K
- <const » —,/[—=< v/ const= Kons
aiN?E T piN? VAWE \ o (V.4)

Megjegyzendd, hogy (V.4)-ben, a jobb oldali, modositott kifejezés bal oldaldn, a
gyokjel alatt a nevezdben a jellemz6é méret harmadik hatvanya all - ezt [16] esetenként
kiilonb6z6é modon allitja Ossze. A cstir6lapnadl példaul egy fesztav jellegli hosszuisagot a
cstir6lap kozepes mértani hurhosszdnak négyzetével szorozza. Ez ugyanigy van a tobbi
kormanylap (oldalkormanylap, magassagi kormanylap, stb.) esetében is, de példaul a
torzsnél a torzs hosszusagat értelemszer(ien a vizszintes farokfeliilet vagy a fiigglleges
farokfeliilet teriiletével szorozza.

Ebben a jegyzetben konkrét szdmadatokat nem adunk meg, ezeket - sziikség esetén -
hiteles forrasbdl kell meriteni.

A kiegyenlitési kovetelmények a kormanylapokra vonatkoznak, és éltalanossagban azt
irjak eld, hogy a kormanylap sulyvonala vagy stulypontja a forgastengelyére essen. Ezzel
kapcsolatban megjegyzendd, hogy teljes kiegyenlitésnek nevezziik, amikor a
forgastengely és a sulyvonal azonos. Ezt a gyakorlatban elég nehéz elérni, ilyen
kiegyenlitéssel ritkan talalkozunk.

V.1. dbra; Tomegkiegyenlitett magassagi kormanylap

A masodik, sokkal gyakrabban alkalmazott megoldads olyan, hogy a kormanylapra,
vagy a mozgatd mechanizmusra kiilon kiegyenlitd tomeget erdsitiink, és ezzel érjiik el,
hogy a kormanylap és a kiegyenlit tomeg egyiittes sulypontja a forgastengelyre essen.
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V. Merevségi és kiegyenstilyozdsi kovetelmények

Tipikus példa erre sok, olyan magassagi kormanylap (V.1. abra), amelynek van egy, a
forgastengely elé nyuld része. Ebbe, a rendszerint dramvonalazott részbe helyezik el a
sziikséges tomeget. Az ilyen feliilet egyébként a valamennyi kormanyerd csokkentését is
el6idéz — ez, természetesen nem eleve jo, ezt a hatast vizsgalni kell!

Fontos hangsulyozni, hogy a kiegyenlit6 sulyt viszonylag gyakran helyezik el a
kormanymozgat6 rudazaton. Néha, amikor nem ismerik fel ennek az esetleg tavolabb
elhelyezett tomegnek a jelentdségét, illetve a szerepét és esetleg eltavolitjak, komoly
baleset lehet&ségét idézik eld.
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VI. Rugalmas repiil6gép — szamitasi példa

Az 1.1. dbra ,IV” jelti teriiletére esik a rugalmas repiilégép viselkedésének vizsgalata. Ez
elvileg mindent (a merev és a rugalmas hatdsokat, dinamikai terhelést stb.) magdaban
foglal és ezért altaldban igen bonyolult vizsgalatokat jelent. Eppen ezért itt csak egy,
nagyon egyszeri példat mutatunk be: egy vitorldazd repiilégép sulypontjanak és a
szarnyanak viselkedését vizsgaljuk, mikozben a repiil6gép a nyugodt atmoszférabdl egy
széllokésbe repiil be.

A repiilégépet egy vonallal helyettesitjiik — ezt a vonalat a VI.1. dbran tiintettiik fel. A
vonal hordozza a repiil6gép tehetetlenségi, aerodinamikai és szilardsagi tulajdonsagait.
Emellett feltételezziik, hogy az Y, tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomaték olyan

nagy, hogy a torzs hosszddlése a vizsgalt folyamat sordan — ez a folyamat egyébként 10
masodperc koriili ideig tart - nem valtozik, illetve ekdzben a repiilégép vizszintes
sebessége is alland6 marad.

b ( fesztav)

VI.1. abra: Rugalmas repil 6 egyszer (i modellje

A VL1. dbrardl mar lathato: a rugalmas repiil6gép mozgasat a sulypontja mozgasanak
— ez a merev repiil6gép mozgasanak felel meg — és a rugalmas deformacidkbol
kovetkezé mozgasoknak az ereddjeként vizsgaljuk.

A repiilégépet helyettesitdé rugalmas vonalat, szildrdsagi szempontbdl a hajlito
merevsége jellemzi. Ennek konkrét értékeit a VI.1. tablazatban tiintettiik fel. A rugalmas
vonal iddben valtozé deformacidjat a (IV.1) negyedrend(i, parcidlis differencidlegyenlet
segitségével vizsgaljuk:

2 2 2
g (IEazej:pz(ye,r)—rﬁa % . (IV.1)

ay:\ oy: or?

A (IV.1) megoldasa — tekintettel arra, hogy az , IE ” hajlité merevség altalaban a hely
fiiggvényében ( y,) valtozik, célszerlien a sajatlengésképek segitségével torténhet.

Vizsgaljuk (IV.1)-et, abban az esetben, amikor nincs kiilsé terhelés:

2 2 2
O [1g9% |=w=—m L%, (IV.5)
oy, A or
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VI. Rugalmas repiil6gép — szamitdsi példa

A fenti egyenlet bal oldala csak a hely, a jobb oldal csak az id6 fliggvénye — ezért ezek
egy kozos allandoval egyenléek. Ez az allandd a sajatkorfrekvencia négyzete. Sajat-
korfrekvenciabdl végtelen sok van (a szdmossag a természetes szamok szamossaga).

Tegyiik fel tovabba, hogy a z, = ZE( Yo T) hajlité deformacio fliggvény sorozatként (a

sorozat tagjai fliggvény-szorzatok) irhato fel, ahol az egyik tag csak a hely, a masik csak
az id¢ fliggvénye:

2 (%1)=3 2% T0); (VL)

Ezek szerint (VI.1) a (IV.6) kifejezés mddositott formaja, benne a ,, Z, (ye) 7 az i —edik,
az &) sajatkorfrekvencidhoz tartozd sajatlengésképet jelenti. Vagyis (VI.1) azt fejezi ki,
hogy a szarny tetszéleges, gorbiilt alakjat a sajatlengésképek linearis kombinacidjaként
allitjuk el6 (elvileg pontosan, gyakorlatilag valamilyen kozelitéssel, aszerint, hogy a
végtelen sorozat hany tagjaval szamolunk valdjaban). A linearis kombinacio egytitthatdi,

a,T (T ) ” mennyiségek az id6 fliggvényei, igy képesek jellemezni az idében valtozo

alakokat. A szarny deformdlt alakjat a sajatlengésképek altal kifeszitett fliggvény-térben
keressiik (e tér bazisa a sajatlengésképek halmaza), gy, hogy az egyes bazis

fiiggvényeket a hozza tartozé koordingtaval szorozzuk. A , T,(7) ”-t egyébként

altalanositott koordinatanak is szokds nevezni, mert az Euler-Lagrange féle variacios
targyaldasmodban ezek a mennyiségek lehetnek az altalanositott koordinatak.

kZO A Zl
l{ @, =0 ¥, l{ Q) y,
—-b/2 b/l” -b/2 ~—— b/2'
| Z2 AZAI
l @, @ g
/ \ :1 ‘e‘ - b / 2 “1 ‘9‘
—b/2\/ 4 h/2 l{/ h/2

VI.2. abra: Sajatlengésképek és sajatkorfrekvenciak

A VI.2. abran néhany sajatlengésképet tiintettiink fel. Az abra bal, felsé részén a
nulladik sajatlengéskép lathato: ez, definicio szerint legyen az azonosan egyenld egy,
illetve a hozza tartozé sajatkorfrekvencia legyen, megint definicié szerint, nulla. Ez felel
meg a merev repiilégépnek — nyilvanvaldan, hiszen pontosan a merev szarny az, ami
nem deformalodik.
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VI. Rugalmas repiil6gép — szamitdsi példa

Az abra jobb, felsé rész abrajan az elsd, szimmetrikus sajatlengéskép lathato. A
szampéldaban szerepld repiilégép szarny esetére meghatarozott els¢ szimmetrikus,
sajatlengéskép szamértékeit és az elsd sajatkorfrekvenciat a VI.1 tdbldzatban tiintettiik fel.
Ennek a sajatlengésképnek a fél szarnyon egy csomopontja van — ez a pont a lengéskép
és a vizszintes tengely metszéspontja, ez a pont a lengés soran helyben marad.

Az abra bal, als6 rész abrdjan a masodik, szimmetrikus sajatlengéskép lathatd. A
szamértékeit és a masodik sajatkorfrekvencia értékét szintén a VI.1 tablazat tartalmazza.
A masodik szimmetrikus sajatlengésképnek a fél szarnyon pontosan két csomdpontja
van. A tovabbi, szimmetrikus sajatlengésképek csomodpontjainak szama a fentinek
megfeleléen adddik. A szampéldaban az nulladik, elsé és masodik szimmetrikus
sajatlengésképpel szamolunk.

A VI.2. abra jobb als6 rész abrajan, a teljesség kedvéért feltiintettiik az elsd, ferdén
szimmetrikus sajatlengésképet is. Amennyiben altalanos mozgast vizsgalnank, akkor
erre, illetve tovabbi ferdén szimmetrikus sajatlengésképekre (és az ezekhez tartozod
sajatkorfrekvenciakra is) sziikség lenne.

A sajatlengésképeket meghatarozhatjuk szamitassal (VII. pont) vagy méréssel is. A
mérés sok szempontbol eldnyos, hacsak mod van ra, a sajatlegéskép-sajatkorfrekvenia
parokat mérni kell.

Tegyiik fel tehat, hogy a sajatlegéskép-sajatkorfrekvenia parok rendelkezésre allnak.
Ekkor, (IV.5)-6t barmely sajatlengésre felirhatjuk:

dz (_d? _
y:(lEdéJ -mZT=rmef ZT, E0L2..0 V1)

A (VL2) jobb oldaldnak felirdsakor figyelembe vettiik (IV.9)-et, az altalanositott
koordinata id6 szerinti masodik derivaltjat eszerint szamitottuk ki. Osszegezziik az
Osszes sajatlengésre felirt egyenletet:

de;z( &z jzm‘fﬂ (VL3)

i=0

de:

o0 d2 dZZ\ B d2 o0 dZZ B 62 62%
gdyi(ldeéTij_ dg('Eé( dsz‘D‘a_('Ea ij
ezért

a—z('Eazzej:im*afZT? (V1.4)

Végeredményben tehat a (IV.1) egyenlet bal oldalat helyettesithetjiik (VI.4) jobb
oldalaval. Irjuk fel (IV.1)-et ezzel a helyettesitéssel, illetve a sajatlengésképek és
sajatkorfrekvencidk segitségével:
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VI. Rugalmas repiil6gép — szamitdsi példa

,jom*“fZTz o W)‘Z mzT [ () Zd (VL5)

A (VL5) kifejezés felirasakor egyuttal a kovetkezd 1épést is meghataroztuk: szorozzuk
meg az egyenlet minden tagjat a j-edik sajatlengésképpel és integraljuk a teljes fesztav
mentén. Ekkor, a sajatlengésképek ortogonalitasa (= IV.15) miatt (VL5) az aldbbi
masodrend(, kozonséges differencidlegyenlet rendszerre irhatd at:

MT +MefT =Q; =012, (VL6)
b/2 b/2

ahol: M, = I mZ Zdy és Q:I boyr) Zdy
-b/2 -b/2

(VL6)-ban ,, M j ”a j-edik altalanos tomeg és ,, Qj ” a j-edik altalanos erd. Ezzel, az id6
fliggvényében valtozo altalanos koordinatak (T, ) felhasznalasaval, a legegyszertibb,

rugd-tomeg lengését leird differencidlegyenlettel formailag azonos, differencidlegyenlet
rendszerre jutottunk, ahol a tomeg helyére a j-edik altaldnos tomeg, az erd helyére a j-
edik altaldnos erd és a rugoallando helyére a , M janZ " altalanositott rugoalland¢ irando.

Ez az altalanositott rugdallandd — a (VL.1) kifejezésnél bemutatottak szerint — hordozza a
hajlitomerevség j-edik sajatlengésben kifejtett hatasat.

A késObbiekben bemutatandd szampéldaban lathaté lesz, hogy a (VL6) nem
szimultan differencialegyenlet rendszer: az altaldnositott er6 szamitasaban — altalaban —
minden 4altaldnositott koordinata (id6 szerinti derivaltja) szerepel, igy a (VI.6)
differencialegyenlet rendszer minden figyelembe vett tagjat egyiitt kell megoldani.

A repiil6gépet aerodinamikai szempontbdl egy ,hordozé vonal”-lal helyettesitjiik, a
hordozoé vonal jellemzgit a véges szarnyak elméletének megfeleléen, a Prandtl-Galuert
integro-differencidl egyenlet Trefftz féle megoldasa szerint szamitjuk. A repiilégép
aerodinamikai adatait, nevezetesen a htirhosszat és a felhajtderd tényezd irdanytangensét
a VL1. tablazatban tiintettiik fel. Ez azt is jelenti, hogy aerodinamikai szempontbdl a
vizsgalatot a linedris tartomanyra korlatozzuk. Illetve ebben a példaban, az egyszertiség
kedvéért, az insatcioneritas hatasanak figyelembe vételétdl eltekintiink.

VI.3. abra: A szarnymetszetek allasszdge

A szarnyon keletkezd, megoszld felhajtd erét — a fent emlitett, hordozd vonal
elmélet szerint az aldbbi formulaval hatdrozzuk meg;:
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p (V.. 7) :—gvzq h= —g V éa!, H:J—% V @(aa+¥7v+%j h (VL7)

A (V1.7) kifejezésben a ,w” a példaban szerepld, fliggdleges széllokés sebessége, ,, Z,”
pedig a szarny adott helyen 1év6 rugalmas deformacidjanak sebessége. E két hatas egyiitt
— hacsak az instacioneritastél, mint korabban mar kikotottiik eltekintiink — jelenti azt az
allasszog valtozast, amit az abszolut allszoghoz (a,) adva a tényleges, miikodési
allasszoget (a,) kapjuk. Ezzel szamithatd a kiils6 megoszld terhelés felhajtder6bol

szarmazd része. Innen az is kovetkezik, hogy a szampéldankban a légellendllas
hatasanak figyelembe vételétdl eltekintiink.

Esetiinkben a tehetetlenségi jellemzd a megoszld tomeg: ezt a fesztav mentén osztjuk
el, igy, hogy a teljes fesztavra vett integralja legyen egyenl? a teljes repiil6gép tomegével.
A megoszlé tomeget (M ) is a VL1. tablazatban tiintettiik fel. Kdzépen (a szimmetria
sikban) ennek értéke — a tobbi értékkel Osszehasonlitva — igen nagy, azért, mert a
szarnyon kiviili 0sszes tovabbi tomeget ide koncentraltuk.

Az eredd, kiils6, megoszl6 terhelést — ez szerepel az altalanos erd szamitasara szolgalo
kifejezésben (= VI.6) — a felhajtéerdbdl szarmazo rész és a megoszld sulyerd eredGjeként
hatarozhatjuk meg:

P(Y7)= p(YT)+ M g; (VL8)

A sajatlengésképek ismeretében (> VL1. tdblazat) felirhatjuk az altaldanos erdk

kifejezéseit:
b/2
Q= f p(y%.7) Z dy; i=0,1,2.. (VL9)
-b/2
ahol: p( %,r)z m g_g \ @(O,a+il7v+1ﬁo+zl'l'l\;- Zz'|'2+j

A (V1.9) kifejezés felirasakor, a rugalmas deformacio sebességét ( Z,) a sajatlengések és

az altalanos koordinatdk szorzataként irtuk fel (= VL.1). A képletben a végtelen Gsszegre
utalé harom pont szerepel ugyan, de a harom tagot (nulladik, els6 és masodik) pontosan
azért irtuk fel, mert a szampéldaban ezeket vessziik tekintetbe, a tobbi tagot
elhanyagoljuk. Ez egyébként joggal megtehetd, hiszen a tapasztalatok szerint a
magasabb lengésképek figyelembe vétele a szamitds pontossagat mar jelentésen nem
noveli.
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VI.1 Szampélda

Az 4ltalanos bevezetd utdn a konkrét szamitdsokra térink at. Ebben — mint mar
emlitettiik — egy vitorlazo repiilégépet vizsgalunk. A repiil6gép benniinket érintd adatait
a VI.1. tablazatban tuntettiik fel.

VI.1. Tablazat

Fesztidv menti koordindta Yy, [m]

Y, 0 0.833 | 1.667 2.5 3.333 | 4.167 |50 5833 | 6.667 |7.5

Hiirhossz h [m]

h |1.143 |1.065 |09874 0909 |0.832 |0.754 |0.676 |0599 |0.521 |0.443

A felhajtderd tényezd irdnytangense ¢ [1/rad]

c/ 5905 |5.854 |5.799 5.737 |5.663 |5.568 |5435 |5.21 4.66 0

A repiil6gép megoszId tomege m [kg]

m [286 [18 136 |12 |105 |87 |73 |62 |55 |48

A szdrny hajlité merevsége |E [Nm?]

IE |13e6 |99e5 |73e5 |53e5 |3.7e5 [25e5 |1.6e5 |9.9e4 |5.6e4 | 2.9e4

A nulladik, az els6 és a mdsodik sajitlengéskép (g =0, = 14.068sw, = 52.81/ )

Z, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Z -0.104 | -0.098 | -0.064 | -0.003 | 0.0879 | 0.211 | 0.368 | 0.556 |0.771 | 1.0

Z, 0.11 0.055 |-0.069 |-0.24 |-0416 |-0.526 |-0.485 |-0.217 | 0.304 | 1.0

A repiilégép telijes tomegét a megoszld tomeg fesztav menti (numerikus)

integralasaval hatarozzuk meg:
b/2

My = [ midy=351] kg ;

-b/2

Az elcsavaratlan, azonos profilokbol felépiilé szarny minden metszetének abszolut
allasszoge (a,) azonos lesz. Valasszuk a repiilés sebességét: V =25[m’% -ra, akkor a

széllokésbe torténd berepiilés el6tti, egyensulyi repiilés kozos allasszoge:

G-L=0=a, =89 [0.14rad] (VL10)
| ’;’vchhd;é

-b/2

A bevezetében is kimondott feltételek szerint az abszolut allasszdg, illetve a
repiilési sebesség a folyamat soran nem valtozik. A kovetkezOkben definidljunk egy
felfele hatd széllokést, ugy, hogy annak sebessége a szamolasi id6 kezdetéig nulla, nulla
id6tol 10 m/s étékig linedrisan nd, és ezutan alland6 marad (a szélsebesség a koordinata
rendszer z, tengelyének irdnyitasa miatt negativ lesz):
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0 ha 7<0;
w(r)=4<-257 ha 0<7<10 25 (VL11)
-10 ha 7>10Q 25;

Megjegyezzilk, hogy ez a széllokés, illetve a sebesség profilja kozelebb all a
valésaghoz, mint a szakirodalomban (pl. légialkalmassagi el6irdsok) altaldban
alkalmazott, un. ,éles szél(i” széllokés. Persze, az emlitett légialkalmassagi eldirasokban
az éles szElG széllokéshez kiilonbozd, csokkentd tényezdket is rendelnek, vagyis,
végeredményben az ottani szamolas is a mienkhez hasonlé eredményre vezet.

Els6 1épésben szamoljunk csak a nulladik sajatlengéssel. Ebben az esetben csak a
nulladik altalanos tomeggel kell dolgoznunk:

b/2
M, = [ m Oty =351 kd= mg ; (VL.12)

-b/2

Ez, mivel a nulladik sajatlengéskép az azonosan egyenld egy értékkel bir, éppen a
repiilogép tomegével egyenld. Illetve (VI.6) nulladik tagjanak a bal oldala — mivel a
nulladik sajatkorfrekvencia nulla — nulla lesz. Hatdrozzuk meg a nulladik altalanos erét
is:

T o(wr)aty= || mo|2vefa,+"sTo] 4] (VL1
= = = +— 40 .
Q _lep(ye,r) % _L M| SV Ela T Y
b/2
mivel J' (m* o2 v a, az W =0, azért
-b/2 2
. p b/2
Q, =-Va,w-Va,T; ahol ?=EI & ZZ hdy (VL.14)
-b/2

Az 3ltaldnos erd szamitasakor bevezettik az ,, 8 ” egyltitthatokat: ezek a késObbi

szamolasokban is célszerlien haszndlhatok lesznek majd. Az értékiik itt, a (VI.14)
kifejezésben, amikor a nulladik — tehat azonosan egy értékli — sajatlengésképpel kell
szamolni, egyszerlien a felhajtderd tényezd irdnytangensének és a hur szorzatdnak
fesztav menti integralja lesz. A szamértékeket (V1.14) alapjan hatarozhatjuk meg:

a,, 140, a,=a,005.55, a,l 3.79; (VL15)
a,, = a,,1-6.53, a,=a,0-0.74, a,[0 4.05 '
Visszatérve a nulladik sajatlengéskép esetére, a (V1.14) szerint addd6 mozgasegyenlet:
T, =Uy;

MgEy = M= @ =(- w -
olo=Mks o= Q ( W_-E) o V= uO:_W+anOOV;

G

(VL16)

A (VIL.16) kifejezés Newton masodik torvényének felel meg, fizikai szempontbdl pedig
azt fejezi ki, hogy a repiil6gép fiiggdleges gyorsulasa a repiilégépre hato légerdk stulyerd
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feletti részével aranyos. Ezt az egyenletet kozvetleniil is felirhattuk volna — ahogyan azt a
repiilés mechanikaban altalaban meg is teszik. A mi vizsgalatunkban azonban ez az
egyenlet egyszer(sités révén adodott és tulajdonképpen csak annak bemutatdsara
szolgal, hogy az altalunk alkalmazott, altaldnos er6kon, altalanos tomegeken és altaldanos
rugdallandon alapuld modell — a megfelel6 egyszertsitések megtétele utan — jol ismert
alapesetre vezet. Ez, természetesen semmit sem bizonyit, csak valdszintsiti, hogy az
altalunk alkalmazott modell mas, bonyolultabb esetekben is jol hasznalhato lesz. A
bizonyitds egyébként a fentiekben mar megtortént, ez az egyszerii vizsgdlat alapvetden a
bizalomerdsitést szolgalja.

A (VL16) kifejezésben eldszor egy masodrend(i, kozonséges differencidlegyenletet
irtunk fel, de ezt az , U,= UO(T ) " Dbevezetésével két elsérendli, kozonséges
differencidlegyenletre vezettiik vissza. A (VI.16)-bdl elegendd csak az uj fliggvényt
meghatarozni — ez a repiilégép fiigglleges sebessége lesz, az id6 fliggvényében. A
megoldast, a legegyszertibb, Euler mddszer alkalmazdsaval numerikusan hatadroztuk
meg;:

U (7+A7) = u,(7) + U (7)AT; (VL.17)

Mivel (VI.16) masodik, megoldandd része elsérendli differencidlegyenlet, azért a
megoldashoz egy kezdeti feltételt kell megadni. Ebben az esetben biztosan igaz, hogy a
nulla pillanatban a repiilégépnek a fiiggdleges sebessége nulla, azaz: U,(0)=0. A

numerikus szamolas végeredménye a VI.4. dbran lathato:

10 A széllokes sebessege

[777 S]

Arepllégép sebessége

[5]

0 2

VI.4. dbra: A szarnymetszetek allasszoge

A (VL16)-ot egyébként zart alakban is meg lehetne oldani, most csak a numerikus
megoldassal foglakozunk, azért, mert a késébbiekben is ez a modszer lesz jol
alkalmazhato: érdekes mdédon, a zart alakii megoldas a rugalmas repiilégép esetében —
az ott ad6ddé numerikus problémak miatt — altaldban kevésbé lesz pontos, mint az eleve
numerikus megoldas, illetve a zart alakii megoldas megkeresése joval tobb energiat is
igényel.

A VI4. dbran lathatd, hogy a repiil6gép sebessége (a repiilégép merev, tehat ,a
repiilégép sebessége” barmely pontjdnak a sebességét jelenti, jelentheti) az id6
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novekedésével aszimptotikusan tart a széllokés sebességéhez. Az abran feltiintetett 2
masodperces idOpillanatban mar alig van kiilénbség — vagyis a folyamat elég rovid ideig
tart ahhoz, hogy a sebesség és allasszog valtozas elhanyagolasa valdban megengedhetd
legyen.

Egy masik érdekes sajatossag az, hogy a repiil6gép sebességét leird gorbének inflexids
pontja van, azaz alulrol dombort jellegrél alulrol homortva valik, ahogyan ez a
folyamat fizikdjabol kovetkezik is.

A repiilégép a széllokésbe torténd berepiilés sordn felfele gyorsul. Ennek a
gyorsuldsnak a maximalis értéke a_,, Dl?[m/ §], kortilbeliil a 0.4 masodperc idénél

kovetkezik be.

A megoszl6 terhelés egyszeres integralasaval a nyiroer6hoz, a nyirderd integralasaval
pedig a hajlité nyomatékhoz jutunk:
Ye Ye

V(¥or?) = | p(7.7) d70; ésM y7)= | \Mn.7) 4. (VL18)

b/2 b/2

A hajlitd6 nyomaték a szarnytOben, egyenletes sebességli vizszintes repiilésben:
M,; 02810 Nm|, a legnagyobb gyorsulds pillanatdban pedig M . 018680 Nm.

Ezek szerint az igénybevétel a legnagyobb gyorsuldsa pontban koriilbeliil
haromszorosa az egyenletes repiilésben fellépé értéknek. Ez még nem igazi dinamikai
terhelés, hiszen ebben a szamitasban a szarnyat teljesen merevnek tételeztiik fel.

Tekintsiik most a rugalmas repiilégépet, és tegyiik fel, hogy a nulladik, az els6 és a
masodik sajatlengéskép alkalmazasaval elegendéen pontos eredményre jutunk.
Ellenkezd esetben természetesen tobb sajatlengéssel is szamolhatnank.

A szamitasban sziikség lesz az els és masodik altalanositott tomegre is. Ezeket (V1.6)
szerint hatdrozhatjuk meg (a szdmolasban a VI.1. tdbldzat adatait hasznaltuk):

M,=m. =351, M,017.42és M, 0 17.73 (VL19)

A (VL19)-ben, a rend kedvéért mindharom 4altalanos tomeg értékét megadtuk.
Erdekes, hogy az elsé és masodik ltalanos tomeg értéke egymashoz viszonylag kozel
esik — ez a konkrét szamamolasbdl kovetkezik igy.

[rjuk fel — (VL.6) felhasznélésaval — az &ltalunk valasztott esetre érvényes egyenleteket:
M O-rO = QO ;
Ml-l:l + Mla)le: Ql’

: (V1.20)
M,T, + Mzngzz Q,;
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(VI.20) harom, masodrendd, kozonséges differencidlegyenletbdl allé rendszer. Ezt a
kordbban is alkalmazott moddszerrel hat, elsérendti differencidlegyenletre vezethetjiik

vissza:
To=Up;  Mply= Q;
L= MU+ M@ T,= Q; iol
T2:u2; M2U2+ MZ(A)ZZTZZ QZ’ ( ’ )

A megoldashoz hat kezdeti feltételre van sziikség. Elsé lépésben allapitsuk meg az
alabbi négy kezdeti feltételt:

Uy (0) = (0)=,(0)=0 €és F(Q=0: (V1.22)

A kezdeti feltételek koziil az elsé haromrdl rogton belathato, hogy azok — mint a
megfelel6 mozgasok sebességei — a nulla iddpillanatban tényleg nulldk. A negyedik tag,
a merev repiilégép elmozduldsa a nulla idépontban szintén nulla.

A maradék két kezdeti feltétel meghatarozasahoz induljunk ki (VI.20) masodik és
harmadik tag egyenletének az egyensulyi repiilésre vonatkozd specidlis alakjabol,
amikor tehat nincs sz€llokés és nincs fliggdleges sebesség €s gyorsulas sem. Ekkor:

MfT,=Q; ahol: Q= | (rﬁ or§ V ta, 9 Z dy
M,a5T,=Q,; ahol: Q= j ( m g—g V ta, a Z dy (V1.23)

A sulypont tétel miatt a (VI.23)-ban szerepld altalanos erdk integraljanak elsé tagja
nulla lesz, ezzel a kovetkezd eredményre jutunk:

| (—’;VZCf’aahj Z dy | (—g V ¢a, a Z dy
g s 1= : (V1.24)

A (VL24) kifejezés azt jelenti, hogy — mivel Z, €S Z egyarant a szarnyvég kitérésre
normalt sajatlengéskép, vagyis mindkettd értéke a szarnyvégeken egy
(Z,(0/2)=27Z(-42)=1és Z,(b/2) = Z,(- §2) =1) - hogy az egyenstlyi repiilésben a
felhajtderd hatasara, az els6 sajatlengésben a szarnyvég Z T, a masodik sajatlengésben
Z,T, , illetve eredében ZT +ZT,=100+100,= T+ T Kkitéréssel bir. Illetve a

sajatlengések esetében a sulyerd — éppen a sulypont tétel miatt — nem okoz deformaciot.

Szamoljuk ki a (V1.24) kifejezés két tagjanak a szamértékét (az altalanos tomegeket a
(VL.19) kifejezésben, a tobbi adatot a VI.1. tablazatban adtuk meg.):

T, 0-0.139¢s T 0 0.012> T+ TO- 0.127;
illetve: Z (2) T+ z( B2) T=10T+10T0-0.12 th (V1.25)
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A (VI.25) kifejezésben adott értékek egyrészt kezdeti feltételként alkalmazhatdk a
rugalmas repiildgép szamitasaban, masrészt a szarny légerdk kovetkeztében el6allo
deformacidjat is kiszamithatjuk igy.

Feltéve, hogy a stlyerd, a légerdk valamint a tehetetlenségi erék okozta deformacidk
szuperponalhatok, az egyensulyi repiilésben a szarnyvég teljes deformacidja
kiszdmolhatd, ha a megoszl6 suly miatti lehajlast a (VI.25) —ben adott, légerdk okozta
rugalmas deformacidhoz hozzaadjuk. A megoszld sulyerd okozta deformacié pl. (IV.1)
szerint szamithatd — (IV.1) — bdl a sziikségtelen tagokat el kell hagyni. Ez a szamérték
+0.052[ m] . Kiilon hangsulyoztuk a pozitiv el§jelet, mivel biztos, hogy a szarny a sulyerd

kovetkeztében lehajlik. Allanddsult repiilésben a szarny teljes deformacidja tehat:
-0.075m|; ez tehat felfele iranyul (felhajlas).

10 A szellokes sebessége

[777‘ S]

A szarnyvég sebessége

A kabin sebessége [q]

0 ] 2

VI.5. abra: A szarnymetszetek allasszdge

A (VI.21) -ben adott hat, elsérendd, kozonséges differencidlegyenletet a (V1.17) — ben
leirt, Euler modszer értelemszeri alkalmazdasaval ismét numerikusan integraljuk. A
szamolas végeredménye a VL5. abran lathato.

A VI5. ébran a kabin (y,=0) sebességét és a szdrnyvég sebességét (y,=b/2)
tiintettiik fel. A szamitds alapjan, természetesen barmely fesztdav menti pont sebességét
meghatarozhatjuk — ebben, a bemutato jellegli példaban ezzel a két, jellegzetes ponttal
megelégsziink.

A kabin sebességlefutdsat bemutaté gorbe nagyon hasonlit a VI.4. dbran lathatd,
merev repiilégép (egész repiilégép, tehat a kabin is) sebesség gorbére. A két gorbét
egylitt a VL.6. dbran tiintettiik fel.

A két gorbe kozti a legfontosabb kiilonbség — véleményiink szerint — az, hogy a
kezdeti pillanatokban a rugalmas repiilégép kabinja ,lemarad” a merev repiilégéphez
képest. Ez pedig azért van igy, mert a VL5. dbrardl lathatdan, a széllokésben eldszor a
szarnyvég lendiil fel — és igy, a sulypont tétel miatt a kabin (a szarnykozép) valamelyes
lefelé mozgas-részt is kap.
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A széllokés sebessege

10

[mf S]

4 Amerev repildgep

sebessége

A kabin sebessége [q]

0 1 2

VI.6. abra: Sebességek dsszehasonlitasa

A VL5. dbra talan legfontosabb tanulsaga, hogy a szarnyvég, a széllokésbe repiilés
folyamén a kabin helyzete koriil leng — jelen példédban kétféle korfrekvencidval, ami a , A
szarnyvég sebessége” felirati gorbérdl lathatd is. Hasonloképpen fontos észrevenni,
hogy a szarnyvég lengése lecseng, a VI5. dbran feltiintetett 2 masodperces
iddpillanatban mar:

T, Ow;
r=2[s]{ T =T,00;

T,+T,0-0.129n] ; (V1.26)

vagyis (V1.26) elsé sora szerint a nulladik sajatlengés és a széllokés sebessége lényegében
azonos valamint az elsé és masodik sajatlengés kitérése (masodik és harmadik sor)
allandosult, vagyis ekkorra a rugalmas repiilégép lényegében egyiitt mozog a
széllokéssel. Illetve kialakult (mintegy 2 mm eltéréssel) az az allandosult deformacio,
amit a kezdeti feltételeknél szamitottunk (= VI1.25 kifejezés).

A szamitas folyaman — az egyes jellemzdk értékének folyamatos figyelésével —
megallapitottuk, hogy a legnagyobb gyorsulds a szarnyvégen jott létre, ennek értéke:

A ymax =18.2[m/ §] Ez a gyorsulas érték valamivel nagyobb, mint a merev repiilégép
szamitasakor kapott a,,, Dl?[m/ §] érték. Az értéket tekintve nincs nagy kiilonbség,

azonban a rugalmas repiilégép szamitasa felhivja a figyelmet arra, hogy a szarnyvégen
(vagy mas helyeken) lehet nagyobb is a helyi gyorsulas és ezzel a helyi terhelés, mint az
egész repiilégépre megallapitott érték.

Annal is inkabb igaz ez, mert a merev repiildgép vizsgalatakor megallapitott, kereken
3.1-szeres szarnytd hajlitd nyomaték viszony a rugalmas repiilégép esetében 2.85-re
adodik. Ez utobbi értéket a legnagyobb légerd és tehetetlenségi erd okozta deformacid
(O.367[m]) és az allandosult légerd-deformdcié hanyadosaként szamitottuk ki. (A
sulyerd hatasdra keletkezé deformacidval, amely a teljes folyamat soran allando, nem
szamolunk).
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Az itt kovetkezd részben két, sajatlengéskép szadmitdsara alkalmas mddszer
legegyszertibb formdjat ismertetjiik. Ezek a moddszerek, kiilondsen az atviteli matrixok
modszere az itt leirtakndl joval szerteagazdbb, sokféle, tovabbi problémadra is
alkalmazhato. Ezzel a mddszerrel részletesebben példaul [11] és [13] foglalkozik.

VII.1 Az atviteli matrixok modszere

Az atviteli matrixok mddszere — mint mar emlitettiik — egy altaldanos modszer, mi itt csak
a pont és szakasz matrixokkal megvaldsithatd, egyszerli sajatlengéskép szamitdsi
modszerrel foglalkozunk. Tekintsiink egy valtozo tomegli és valtozo hajlitd merevség,
de egy sikban marado, linearis modellel leirhatd hajlitott tartot. (Ez lehet példaul egy
repiilégép szarny, mondjuk szembdl nézve.) A modell a VIL.1. abran lathato:

Felosztas - m,

0 1 i—1 i n-— 1 n
7}:70 | BRI | ”‘7;/1
(IE)

WL g, T YME Ak
e V0N Gl P2

Deformalt alak

VII.1. abra: Hajlitott tart6 felosztasa

A tarto allapotat leir6 allapot vektor az aldbbi médon adhat6 meg; el6szor altalanosan,
majd utdna a vizsgalt szakasz kezd6pontjanak jobb és végpontjanak bal oldaléra:

-w _VviJ—l _WB
J B
q= 3 azaz ¢ = ¢if és qg°= ¢‘B ;
i-1 i
M M2 M.® (VIL1)

A mechanika alapOsszefiiggései szerint felirhaté a VIL1. 4bra alsé részén
feltiintetett szakasz bal és jobboldali végének allapotvektorai kozotti kapcsolat:

WP =-w + g+ [2(18) ]+ M2 [ 6(1E) ]

g2 =4, +v20 J(1E), + M2, 62 [ 2(1E), ] (VIL2)
VE =L+ ML
MZ=M>;
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VII. Sajitlengéskép szdmitds

A (VIL2) felirasakor a hajlito deformdacié mellett a nyiré deformacidt (ez altaldban a
hajlité deformaciondl lényegesen kisebb) elhanyagoltuk. Feltettitk tovabba, hogy a
»szakaszon” terhelés nem hat, ha terhelés lenne, akkor azt a szakasz végpontjaba kell
elhelyezni. Illetve a szakaszokat ennek (is) megfeleléen kell megvalasztani.

A szakaszok megvalasztasa a szamitast végzé joga, azonban a célszeri
megvalasztashoz a kiils terhelés és annak elhelyezkedése mellett célszerti a tartd (pl.
szarny) jellemzdit is figyelembe venni. Részben eleve viszonylag sok szakaszt kell
felvenni, hogy a linedris kapcsolat megfeleléen pontos lehessen, részben ott, ahol
valamely jellemzd erdsen valtozik, ott célszeri a szakaszokat stiriteni. Hangstlyozzuk,
hogy a sajatlengés szamitasban kiilsé terhelés nincs — a kiils6 terhelésre vonatkozd
megjegyzést csak azért tettiik, mert a szamitas ilyen esetekre is altalanosithato.

A (VIL.1) és (VII.2) matrixos alakban is felirhato:

10 e2/[20E)] ¢/[6(1E)]]

o =Ag’,: anol:a =0 1 0/(E) /L 2E) ]|, (VIL3)
00 1
00 0 1

A (VIL3) 0sszefiiggés mutatja az altalunk vizsgalt esetben a szakasz mdtrixot. A VIL1.
abran alkalmazott jelolések szerint az A,...A szakasz matrixok irhatok fel, illetve

hatarozhatok meg.

A kovetkezd lépésben a pont matrixokat hatarozzuk meg. Koncentraljuk a tartd
(szarny) tomegét az egyes pontokba. (Ez azt is jelenti, természetesen, hogy a
szakaszoknak nincs tomegiik.) A tomeg elosztasa — bizonyos keretek kozott — tetszdleges,
javasolhatd pl. hogy a pontot hatdrold két szakasz kozepétdl a pont felé esé tomegeket
koncentraljuk a tekintett pontba. A pontokba koncentralt tomegek a sajatlengésekben
tehetetlenségi erdt fejtenek ki, ez a (IV.9) Osszefiiggést is tekintetbe véve, a
kovetkezéképpen irhato le (a deformacidban a ,bal” és a ,jobb” indexet az esetiinkben
elhagyhatjuk, mert szarny sajatlengésének szamitasaban a deformacidnak ugrasa nem
lehet):

F =miy=-ma’ (VIL4)

Ez tehat azt jelenti, hogy egy-egy pontban a nyirderd ennyivel , ugrik”, azaz a pont bal
oldalardl a jobb oldaléra lépve a nyirderd az alabbi modon alakul:

V=V - mer w;

Ezek szerint az i-edik pont pont mdtrixa az alabbi alakban irhato fel:

-w 1 00 Of-w (VIL5)
| | 0o 10 o g -

M |5l o 01 o|mel T 97BN

A ma’ 0 0 1| VB
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VII. Sajitlengéskép szdmitds

Megjegyzendd, hogy a sajatkorfrekvencia (w) jelen pillanatban a sajatlengésképhez
hasonldan ismeretlen. A tovadbbi szdmitds sordn elsé 1épésben éppen a
sajatkorfrekvenciat hatdrozzuk majd meg és ennek ismeretében szamitjuk az adott
sajatkorfrekvencidhoz tartozo sajatlengésképet.

Az eddigiek ismeretében — a kiinduld allapotvektor ismeretében — végig tudjuk
szamolni az allapotvektorokat minden pontban:

4 =Bds: Ay =Afo=ABg

9; =B/ =BAB#s = 04’=BA ..BABgS]
d»=BA,..BA..BABQ, = d;=Rqy;
ahol:R=B,A,..BA,..BAB,; és R =R (w);

(VIL6)

A (VIL1)-gyel definialt allapot vektor két eleme a peremen (pl. a szarnyvégeken)
mindig nulla, a masik kett6 pedig biztosan nem nulla. Az altalanossag mell6zésével
tekintsiink egy szarnyvéget: itt a nyomaték és a nyirderd biztosan nulla lesz, a szarnyvég
elmozduldsa és az elforduldsa pedig nem lesz nulla. Masik lehetséges esetként
tekintsiink egy fél-szarnyat, amely fél-szarny a szimmetria siktél indul. Ekkor, a
szimmetria sikban az elmozdulds és az elfordulds lesz nulla, a nyomaték és a nyiroerd
viszont biztosan nem lesz nulla.

A fentiek szerint, ha a teljes szarnyat vizsgaljuk, akkor:

_W: e T, Tig Ty —V\ﬁ
¢: | Tar To Tog Moy ¢oB . L — }
= L és = (w); (VIL?)
0 31 Tg Tag Mo 0
0 Ty Tap Tug T 0

Ebbdl homogén, linedris, algebrai egyenletrendszert irhatunk fel, hiszen ennek az
egyenletnek a trividlistol kiilonb6zé megoldasa akkor és csak akkor létezik, ha az
egylitthatd matrix determindnsa zérus (ebben az esetben pedig végtelen sok megoldas
van):

0=r, (-ws ) +r.5

. r
= det * 32}=O:> rr,—r.t ,.=f (w)=0:
0= (we) 41,2 { T o=f (@) (VILS)

r.41 r.42

A szamolas kovetkezd 1épése elbtt vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a szarny a
szimmetriasiktdl tart a szarnyvégig Ekkor:

_Wi g T T Ty 0

¢rf AT T2 Tas Ty 0 .
0 B 31 T3y T3 T3y M % ’ (VILS)
0 a1 Taz Taz Tag \% g
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VII. Sajitlengéskép szdmitds

Ebben az esetben irhato, hogy:

{O = r33M g +r3yg ’:> det|:r33 r34

— B B .
0=r Mo +r.¥o; fog Taa

}: 0= TS @200 )

Vagyis mindkét esetben azt kaptuk, hogy az esetnek megfelel§ aldetermindnsnak
nulldnak kell lennie. Ez azt jelenti, hogy elsé lépésben meg kell taldlni azokat a
sajatkorfrekvenciakat, amelyekre a vizsgalt aldetermindns értéke nulla lesz. A
gyakorlatban ez legtobbszor ugy torténik, hogy felvesziink egy (elegendden kicsi) induld
sajatkorfrekvencia értéket és ettél indulva, kis lépésekben noveljitk a valasztott
sajatkorfrekvenciat, mikdzben kiszamitjuk a determinanst.

A szamitds soran a determinans valamikor eldjelet valt. Ekkor, valamilyen
algoritmussal (pl. intervallum felezéssel) megkereshetd az a sajatkorfrekvencia érték,
amelyre a vizsgalt determindns (j6 kozelitéssel) nulla. Figyelni kell arra, hogy a
gyakorlati szamitdsok sordn a determindns abszolut értéke igen nagy, és kis
sajatkorfrekvencia lépésre is nagyon nagy értékkel valtozik.

A sajatkorfrekvencia értékek novelésével megkapjuk a zérushelyek sorozatat. Az elsé
zérushely az els6, szimmetrikus sajatlengés sajatkorfrekvencidja; a masodik az elsd
ferdén szimmetrikus sajatlengés sajatkorfrekvencidja, és igy tovabb. A VI.1. tdblazat zard
blokkjanak fejléc-soraban megtalalhatd a szampéldaban vizsgalt szarnynak a fenti
modszerrel szamitott elsé és masodik szimmetrikus sajatlengésének sajatkorfrekvencidja.

Az eljaras zar6 1épése a sajatlengéskép szamitdsa. Ekkor a megfelel§
sajatkorfrekvenciat mar ismerjiik, tehat minden pont és szakasz matrix konkrét értéke is
ismert.

Sajatlengésképbdl, amelyet a tekintett homogén, linedris, algebrai egyenletrendszer
alapjan szamitunk, végtelen sok van. Ez természetes is, illetve megfelel annak, hogy a
sajatlengéskép onmagaban létezik, tehat a kitérése (amplituddja) hatarozatlan. Ebbdl a
halmazbdl ki kell valasztani egy elemet — legyen ez megegyezés szerint a végkitérésre
normalt alak, vagyis:

W =wg =1; (VIL11)

Ezzel mar hatdrozotta valt a feladat. Induljunk ki a szarny kezddépontjatol és
vizsgaljuk el6szor a két szabad szarnyvég esetét. Ekkor a kezdSpont elfordulasa:

{O=r31(_1)+r32¢§ , #° T3

— r41 .

- . P VIL.12
0=r,(-1)+r, 85 ; A O ( )

Ett6l kezdve pedig (VIL.6) szerint minden pontban kiszamolhaté a q allapot
vektor, ennek az allapot vektornak az elsé elemeibdl alkotott sorozat lesz a tekintett
sajatlengéskép kitérésének értéke az egyes (pl. a VIL1. dbra szerinti) pontokban. A
szamolas végén, az ,n”-edik pontban is megkapjuk a kitérést. Ennek (VIL.11) szerint, (jé
kozelitéssel) egynek kell lennie. Ha ez a feltétel nem teljestil, akkor a szamitasban hiba
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van. Pl. nem elég pontos a sajatkorfrekvencia értéke. Illetve ez altalaban jo ellendrzés: ha
teljesiil a feltétel, akkor a lengéskép minden bizonnyal rendben van.

A VL1. tdblazat utolso két sordban ezek a kitérések taldlhatok; csak a félszarnyra, mert
a szimmetria miatt a masik fél szarny adatainak a felsorolasa felesleges.

A teljesség kedvéért tekintsiik a szimmetria siktdl induld szarny esetét. Ebben az
esetben a sajatlengéskép szamitdsa nem olyan egyszer(i, mint a teljes szarny esetében.
Tulajdonképpen a legcélszerlibb ezt a szamitast tjraszervezni és a sajatlengésképet a
teljes szarnyra szamolni (a fenti médon), hiszen ehhez minden rész matrix rendelkezésre
all.

Befejezésiil ismét hangsulyozzuk, hogy a fent ismertetett mddszer az itt leirtaknadl
joval tobbre képes, altaldanos bevezetés és szamos alkalmazas taldlhaté a ma mar
,klasszikusnak” tekinthetd [13]-ban.

VII.2. Sajatlengéskép szamitas probafiiggvények segitségével

Ez a sajatkorfrekvencia - sajatlengéskép szamitas részben az Euler-Lagrange egyenleten,
részben eldre adott probafiiggvények megadasan alapul. A (IIL.1) helyett — mivel kiilsé
erd illetve munka nincs — elegendd a sajatlengések szamitdsara vonatkozd, egyszertibb
alakot tekinteni:

d(aE),(au)_,.
dtl d¢ dq / (VIL.13)
A kinetikai energia (a korabban bevezetett jelolések felhaszndldsaval) az aldbbi
forméban irhato fel:

1% .(azY
=2] m(gj dy ; (VIL14)

0

Ezt a szamitast csuklds bekotésii rotorlapat esetére végezziik. Ezért az integralas also
hatdra a lapattd y, koordinatdja — ennek értéke, ha a csapkodd csukld széthelyezéstdl
eltekintiink, nulla. A fels6 hatar pedig a rotorlapat hossza, ami egytttal a rotor sugara
(R). A rotorlapat valasztdsa meghatdrozza a valasztand6 probafiiggvények néhany
tulajdonsagat — errdl részletesebben a probafiiggvények ismertetésénél lesz szo.

A szakirodalom ajanlasanak megfeleléen, a tovabbiakban dimenziétlan jellemzdkkel
szamolunk. Valasszuk az aldbbi dimenziodtlanitast, illetve az id6 helyett - a
helikoptereknél szokott modon — vezessiik be az azimut-szoget (Q a rotor <altalaban
alland6> szogsebessége):

2=7/R ¥ ¥ R é%,=0Q | (VIL15)
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Ezzel a mozgasi vagy kinetikai energia az alabbi mddon irhato fel:
2

1% (ozY , 1t .(az Y| R RQ*: [ az)
E==[m|2%] dy==[m 22| | 2| Ra M2z
2Im(arj X 2{ m[aij 1 ¥ | "{aij > (vIL16)

0

A kovetkezd 1épés a potencidlis energia felirdsa. Ez — a centrifugdlis er6tér jelenlétének
lehetdsége folytan — két részbdl all. Tekintsiik els6ként a centrifugdlis erétér ellenében
végzett munka révén eldallo helyzeti (potencialis) energiat.

y >
C+AC

C A s .
Ve = Ay, L:__\ (Av,)

VII.2. abra: Rotorlapéat-elem

A VIL2. dbranak megfeleléen, a centrifugdlis erétérben a lapat darab mintegy
megrovidiil, amely rovidiiléshez a centrifugdlis erd ellenében munkat kell végezni.

A munkavégzésnek megfeleld helyzeti energia valtozds, elhanyagolva a
masodrendtien kis tagokat:

AU, OCA(Dy,) =C(Ar-Dy,) = C[JAZ?A)@,—A y%; (VIL17)

A (VIL17) kifejezésben a négyzetgyok alatti részt, ismét kozelitést alkalmazva, a
kovetkezd alakban irjuk fel:

2
JAZ + AV OAYy, (2—29] +1; illetve eszerimnt
Ye
(VIL18)

e

2
AZ +DAV -Dy, = (3—?] +1-1|dy:

A négyzetgyokjel alatti kifejezést hatvanysorba fejtve, és csak az els6 tagot hasznalva
fel, a centrifugdlis erdtér jelenlétébdl szarmazd potencidlis (helyzeti) energiat az alabbi
kifejezés felhasznaldsaval szamithatjuk:

2 2
(S_ZEJ +1-1ldy, = %(%j dy,; ezzel

e

Uer =1TC(ye)(d—z‘*J2 dy, =BjC(“)(izj2 dy, (VIL19)
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A (VIL19) felirasakor, a befejezd 1épésben ismét attértiink a dimenzidtlan koordinatak
alkalmazasara. Itt jegyezziik meg, hogy a centrifugalis erd a hely fiiggvénye (ezt (VIL.17)-
ben kiilon is feltiintettiik), szdmitasa az aldbbi modon lehetséges:

Ye
C(y.)= [ mnQ dy,; (VIL18)
R

A potencidlis energia masik részét a hajlitasban 1év6 energia adja — ezt a mechanika
tanitdsa szerint az alabbi modon szamitjuk:

_1f “ay = L1 (92)
UH_2£(|E)[ jdye ZRO(IE)[ d);j dy; (VIL19)

A hajlitéo merevség (IE = IE (ye) ), a centrifugalis er6hoz hasonldan, altalaban szintén

d’z,
dy;

valtozik, vagyis a lapat menti koordinata fiiggvénye. A (VIL.19) felirdsakor, a masodik
lépésben ismét csak bevezettiik a dimenzidtlan koordindtakat. Az integralasban a
dimenzidtlan koordinatdk bevezetése nem jelent problémat, hiszen ettl sem a
centrifugdlis erd, sem a hajlito merevség konkrét értéke nem valtozik, minddssze a
koordinata atszamitas szerint a fenti két fiiggvényt az 0j, dimenzidtlan koordinata
fiiggvényében kell értelmezni:

C=C(y.)=C(RY) és IE= I§ y)= I§ RY (VIL.20)

Ezzel felirhato a teljes helyzeti energia:
U=U.,+U,; (VIL.21)

A szamolashoz vezessiink be konkrét probafiiggvényeket. Legyenek ezek olyanok,
amelyek megfelelnek a csuklés rotorlapat vizsgalatanak. A szakirodalom nyoman
valasztott fliggvények rendszere:

V1=V1()7)=§/;
Ny oY s
yz(y)—103 10€+y5,
o(i+1) o(i+2) ~(i+3)
%(?):(i+2)(i+3)y6 ~i(i +93 y‘3 +i6+1)%’( Li=23.n (VIL22)

A (VIL22) masodik soraban felirt fliggvény — természetesen — az utolso sorbeli,
altalanos kifejezés alapjan is szamolhatd lenne — ebbe a sorba csak az els6 sorban felirt,
els6 probafiiggvény nem illeszkedik. Ez az elsé probafiiggvény a merev lapat mozgasat
irja le, ezért a hozzd tartozd sajatkorfrekvencia kozelitleg a rotor szogsebességével
egyenld.

A probafiiggvényekkel kapcsolatban tobb kérdést is meg kell vizsgalni. El6szor is

megallapithato, hogy minden fenti probafiiggvény (az elsét is beleértve) értéke nulla a
nulla dimenzidtlan tavolsagnal. Illetve egy, az egy dimenzidtlan tavolsag értéknél. (Ezt
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tehat ebben az értelemben normalt rendszernek tekinthetjiik.) A nulla kezdéérték pedig
azt fejezi ki, hogy a csapkodd csuklé egy helyben maraddé pont és minden
probafiiggvény, barmely véges kombindcidja megtartja ezt a pontot.

Masodszorra vizsgaljuk meg a probafliggvények derivaltjait. Ebben a tekintetben
induljunk ki abbol, hogy a derivaltak fizikai jelentése az alabbi:
y = elmozdulas y = elfordulas
Yy’ = nyomaték "' = nyiréer;
(ahol: y'=dy/dy sth

Tekintsiik elsszor az els6 probafiiggvényt: errdl rogton latszik, hogy az elsd
derivaltja dllando (értéke 1), a masodik és harmadik derivaltja pedig azonosan nulla. A
tovabbi probafiiggvényekrdl kimondhatd, hogy altalaban:

Y(0)=0; )'(0)=0; K" (0)% 0;
YO#£0; yYO)=0; ¥ @Oz 0; i=23.n

Ezek szerint tehat a lapattében (az Y =0 helyen) az i = 2 esetben az elfordulas és a

nyomaték nulla — a teljes elfordulast az elsé probafiiggvény hordozza (i =1). A tében a
nyirderd nem nulla.

A lapatvégen (az Yy =1helyen) az i =22 esetben az elfordulas nem nulla, de nulla a
nyomaték és a nyirderd nem nulla. Ezzel a (VIL22)-vel definidlt prébafiiggvények a
szamunkra fontos (nulla érték(i) peremfeltételeket kielégitik, igy a tetszlleges linedris
kombindciojuk is megfelel majd a nulla értékii peremfeltételeknek.

Természetesen a (VIL.22) helyett mas fliggvények is vdalaszthatdk — mas esetben,
amikor példdul nem rotorlapatrol van szo, vagy a rotorlapat bekotése nem csuklos, mas
bazis fliggvény rendszert kell valasztani.

A (VIL22) tehat egy fliggvénytér bazisaként tekinthetd, a sajatlengésképeket ezen
bazisfliggvények linedris kombindcidjaként kivanjuk eldallitani. A feladat végs6 célja
tehat azoknak a fiiggvénytér koordinataknak (sulyoknak) a meghatarozasa, amelyekkel
egy-egy sajatlengéskép — kozelitéleg — meghatarozhato.

A szamitds kovetkezd lépéséhez tegyiik fel, hogy a (VIL.13) egyenlet megoldasa, a
dimenziétlan deformacio az alabbi formaban irhato fel:

2(Vpe) = ley (V)9 (wr) (VIL23)

Ezzel a (VIL.16) kinetikai energia az aldbbi mddon irhato fel (vegyiik tekintetbe, hogy
az Osszegzés négyzete pontosan megfelel az elsé sor jobb oldaldn all6 kétszeres
Osszegzésének):
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fr(S] o

myy, oryﬂ ZOZ

i=1 j=1

S [ZZ y,¢¢j

i=1

Al

0

- ' 00 (VIL24)
myy, dy, és @ =—-;

5 i o

R

A (VIL24) egyenletben definialt A; egyutthatok — a probafiiggveények, a megoszlo

tomeg, a szOgsebesség és a rotor sugar (lapathossz) ismeretében — kiszamolhatok.

Hasonlé6 moédon szamolhatd a potencidlis energia is (a probafiiggvények konkrét

alakjanak ismeretében a hely szerinti elsé és masodik derivalt minden tovabbi nélkiil
meghatarozhato):

BT B P X P
0, = 08 52 o= (2 S5 va

n
0 i=1 j=1

(VIL.26)

A fenti szamolasban is alkalmaztuk a dimenzidtlan alak (VII.23) szerinti eloallitasat,
illetve a négyzeteket atirtuk kétszeres 0sszeggé. A két energia Osszege tehat:

U =U. +U, ZZW i ahol:

. . (VIL27)
j{chyy+ (1E) ¥} dy,

0

A (VIL27)-ben szereplé B; egytitthatok — az A egyliitthatokhoz hasonldan - a

rotorlapat adatainak és miikodésének ismeretében kiszamolhatok.

Az Euler-Lagrange egyenletben eredetileg az id6 szerepel, irjuk at ezt a (VIL.15)-ben
bevezetett azimut szogre, mint 1j valtozora.

d_ ddyg,_d d (0E) (dU)_,.
e I dﬂia q}(a (J 0: (VIL28)

ahol: ¢ = dq/ dJy ;

A (VII.28)-ban kijelolt derivaldsokat elvégezve kapjuk, hogy:

d L ) U _ n . n n .
dwR(aqj LAY (qJ‘jzﬂWJ':”;Wi*;M—O, (VIL29)

j=1

68



VII. Sajitlengéskép szdmitds

Ebben a jegyzetben mar tobb helyen is bemutattuk, hogy a sajatlengésekben igaz a
@' =—-A*@ relacid. Ezek szerint (VIL.29) atirhat6 az alabbi alakra:

(B -424)¢, :Z;(% ~APA) k=0; (VIL30)

=1

hacsak ¢, = Ij<sin(/1jl//R);

A (VIL30)-ban a k; a j-edik sajatlengéskép amplitiddinak n-elemi halmaza,
illetve egy, normald feltétellel kiegészitve ezek a mennyiségek lesznek az egyes
probafiiggvények sajat-lengésképbeli sulyat kifejez6 egyiitthatok. Masrészt a (VIL.30)
homogén linedris algebrai egyenlet rendszer — olyan, amilyen a sajatlengések esetében
sziikségképpen adddik. Ennek a trividlistol kiilonb6zé megoldasa akkor van, ha az
egylitthaté matrix determinansa zérus:

det(B; -1?A )= 0; (VIL31)

Mivel pedig az A, és a B; egytitthatok konkrét szamértékei valamely, konkrét

esetben kiszamolhatok (ismertek), igy az elsé feladat az, hogy meghatarozandok azon A
értékek, melyekre a determindns nulla. Ezt rendszerint a ,nyers erd” modszerével
szamitjak: a A értékét valamely szabaly szerint valtoztatva (pl. novelve) eljutunk egy-
egy zérus-helyhez.

Valamely zérus-helyhez tartozé A ismeretében a teljes (B,J- -ALA ) Nx N- es matrix

meghatarozhaté. (Az ,n” jelenti azt a szamot, ahany probafiiggvényt valasztottunk). A
teljes matrix ismeretében meghatarozhatjuk a valamely (kivalasztott) sora szerinti, n
darab al-determinanst:

legyen D a j- edik aldetermindrfs 5j1,2... )n akke

(D, : D;) ahogyar( k: k) e% % ()=1 (VIL32)

Ezek szerint egy-egy, valamely A-hoz tartozo sajatlengéskép a fenti modon allithato
Ossze. A homogén linedris egyenlet rendszernek, ha létezik a trivialistdl kiilonb6zd
megoldasa, akkor ebbdl végtelen sok van — ebbdl a (VIL32) szerint pontosan egyet a
normalé feltétellel valasztunk ki.

A forgd rotorlapatok esetében az elsé (legkisebb) A érték koriilbeliil egy, ami a merev
lapat csapkodd mozgasanak felel meg. Ebben az allapotban az els6 préba fiiggvény ( ;)

egylitthatojanak szintén kozel egyre kell adddnia, mig a tobbi prdéba fiiggvény
egylitthatonak legaldbbis kis értékkel kell rendelkeznie. (Ezek az értékek elvileg nulldk
kellene legyenek.) Ennek a megallapitasnak a felhaszndldsaval a szamolds alapszinten
ellendrizhetd: ha a fent mondottak teljesiilnek, akkor a szamolds ebbdl a szempontbdl
rendben van (mas hibak azért lehetnek benne!), ha azonban nem teljesiil, akkor a
szamolas biztosan hibas.
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A modszer alkalmazhatd akkor is, ha nem rotorlapatrél van sz6 — csak a
probafiiggvényeket kell megfeleléen megvalasztani, ugy, hogy a Ilényeges
peremfeltételeket kielégitsék. Illetve alkalmazhatd akkor is, ha nem hat centrifugalis er6,
ilyenkor a potencidl megfeleld részét egyszertien el kell hagyni. Megjegyezziik, hogy
csuklds rotorlapat esetében, a centrifugdlis eré nélkiili szdmoldsnak fizikailag nincs
értelme, illetve ilyen esetben a szamitds — természetesen — matematikailag sem mukodik.
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