ot Tanszék

8. Surlédasos kozegek aramlasa
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@I Aramigstan asos kozegek aramlasa

8. Surlédasos kozegek aramlasa

Aramldstan elGadast kiegészits prezentacio
Dr. Suda Jend Miklds, adjunktus
BME Aramldstan Tanszék

Felhasznalt szakirodalom:

Dr. Lajos T.: Az aramlastan alapjai tankdnyv

Dr. Balogh M.: Turbulencia modellezése el6adasjegyzet
Dr. Suda J.M.: Jarm(dramlastan el6adasjegyzet

A Reynolds-féle kisérlet

Dr. Suda Jen6 Miklds 2




@I Aramigstan dasos kozegek aramlasa

Surlodasos kozegek aramlasa

n=0
Feszﬁltségtenzor: Csak az x iranyu o és 1 fesziiltségek:
__ — ,'I '._ Z
Oy Ty Tx
’ Ux (X) /dy
? =T Xy o y 1 zy | Tax (Z"’dz_)“_
— T\ 7 dz
\ / P
Ty, T vz G, T .-4//—”
- -~ w(y) 7 L 7., (y+dy)
1 /’ : e
o: hizé-nyomo fesziiltségek Y okt ™y
V4 V' X V' 7 I-"II - - TE’X (Z)
T: csusztatofesziiltségek an N g
' ~dx

/ f_Tlx (x+dx)

s
A

#x
8.2.adbra

Elemi folyadékrész
Dr. Suda Jend Miklés 3




@I Aramigstan asos kozegek aramlasa

ahol V: nabla operator:
dv 1 0 0 0
-Il.: : : —=g+—0V| V=—i+—j+—k
N-Il.: mozgasegyenlet i 2 o= V== E:]y! P
51“'{ avv{ av'-; avx 1 85'{ &E}’K &zx
X: —+tVy —+V, —+V,— =g, +— —+ +— |
ot G) oy oz pl Ox oy 0z
] OV, ov .
=——(c,+0,+0 Ty = L4 X T, = X 4z
p 3( X ¥ z) YX H[ t"_})( 3y ] ZX H( 5:-'. 61()

A feliiletre meroleges ¢ huzofesziiltseg komponensek ket reszbdl tevodnek
ossze: a statikus nyomasbol es az alakvaltozasi sebessegbol adodo huzo-
fesziltsegbdl. Az alakvaltozas eredmenyekent letrejovo csusztatofesziilt-
segek kovetkeztében ugyanis a felilletre meréleges o' huzéfesziiltségek
1s keletkeznek, azaz pl. a folyadekban keletkez6 huzofesziiltseg x 1ranyn
komponensere irhato:

G, =P + O, itt a masodik tag (o’) a latszélagos huzo-/nyomo fesziiltség
Dr. Suda Jen6 Miklds 4




@I Aramigstan asos kozegek aramlasa

Kontinuitas tétele (p=all.): divv=0

ov ., ov . oV ov ov I ..
EHVX_'_ }+avz=divv Yo Lo T ——=<divy
OX oy o7 - OX oy 74 ox 3
X iranyban a huzé-/nyomofesziiltség: p nyomas és G, latszélagos hizé/nyomofesziiltség
Cy=-p+ 0oy ahol: c' = 2“[ ij‘ — % div E] az un. latszolagos fesziiltség
X
HUz6-/nyomofesziiltség ezzel:
ov, 2 .
G, =—-p+2p———pdivy
3
Fesziiltségtenzor - 2
8 ov, 2 . Ny o, (ov, ov, )
- _|-p+2un — —udivy W —+—=—= i
o. Ty T ox 3 - ox oy \ 0z OX )
o X yX zX s 51{_\} ov "\ ) a"tf}, p) i (S ] ov. A
= . O, T, |= w — +—= —p+2u - —udivy l — +—=
B TX} ”c} Gz} LX) oy 3 \ 07 .
XZ vz z & v ) ov, 0 2
_ _ u (qvx +% 3 +5V3 _p+2u{"’fz ——pdi‘v’\f
\ Oz X ) oz oy oz 3 -

Fesziiltségtenzor (az & < alakvaltozasi sebesség tenzorral felirva):

2 ..
O = (_ p—EHdWE]E‘}_ZuiS Dr. Suda Jend Miklés ’
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Surlédasos kozeg mozgasegyenlete:

dv
dt

=g+ 1(1.‘*‘?/'.

0=

lasos kozegek aramlasa

ahol a fesziiltségtenzor (latszélagos hizo-/nyomofesziiltségekkel):

I &
I

.:_'}b,‘.'

;o 3
5"\-’1‘_. + avx
\ 0x 0y J
i ™
oV, N ov,
ox

u

5\52

2
—p+2u—>——pdivv
p+2Zu ~ 3!-1 y

|
{

oV

¥

Oox

ov

W
o

oz

+ Ny
ay

AL
-p+
P+ <l Py

N ov,

2 di
— —udivv
3 —

fa‘l’,x
\ 5?.

5
| 0z
d

A
+'EF}\HZ

- -
a‘v}, + ov,

oz

X )

\

Y )

A mozgasegyenlet egyik (x iranyu) komponensegyenlete kifejtve:

5\;3 5'”..7& EVH lfqp
+V, +V, ——+V = ———+—
OX Y oy 0z p OX
a vy Ov, s ov

+ Lt + +—u
oy oy 07 Oz

cv

h Crido 1o X NAL A

X

0 ov
|:2[.I.G— ——udivy

OX

]

2
3

uuuuu

IIIIIIIIIIIIIII




@I Aramigstan komponensegyenlete

X: =V —+V, —+V, X
ot OX oy 0z pox p

ol (ovy av )| o (ov, ov,
+—| U + + I +—= 11
oy X oy 174 (674 X

Tetelezziik fel, hogy u = all. és p = all., azaz az aramlo newtoni kozeg

ov ov oV, ov, | dp 1{5[2 ov, 2 i

dinamikai viszkozitasa es stirtiseége allando. Figyelembe veve tovabba, hogy p=all

p = all. esetén a (2.23) folytonossag tetele ertelmeben divv = 0, e feltg-

: , s Sy T L p=all.
telezeéssel a (8.15) dsszefiigges jobb oldalan levd kapesos zarojelben lév u
kifejezés az alabbi alakra hozhato: l v=—=all
) v
wl a*v, a*v E‘ZVV atv, % o*v, dtv, a3
X =2 E“+ 2"+ — 4+ ———+ Zl=v 2“+ =+ 2“-1—
p OX oy OX Oy oz° C7OX ox oy © oz
(8.16) :
olfov, vy v, )< divv=0
+ Vv — + +—=1
ox|| ox cy oz )

Miutan az egyenlet jobb oldalan allo masodik tag a divv x szerinti derivaltja,

amely divv = 0 kovetkezteében zerus, felirhato az allando stirtiseg es viszko-

zitas esetén ervenyes mozgasegvenlet, a Navier-Stokes-egyenlet, amelyet
Navier* 1822-ben, majd Stokes 1845-ben vezetett le: /



@I Aramigstan avier-Stokes egyenlet

8.2.1. A Navier-Stokes-egyenlet u¢0
Navier-Stokes-egyenlet komponensegyenletei u=all., p=all. (divv=0)

ov, ov ov oV 10 o'v, @°v, 0%V
X: — vV, —— 4V, ——+V_ “=gx———p+v st —t—
ot ox oy 0z p OX oX oy 07
v, v, v, av, lop [0%v, &%v, &%,
y: VYV, Y, =g, ——— 4V b —
ct X oy oz p dy X © oy~ 0z”
oV oy oV oV 1 & o’v, v, 0%
Z SV Vv, Y, — =g, _P Ly =+ —+—=
ot OX ay 0z p 0z o - ov - cz”
————
Navier-Stokes-egyenlet ngﬁ_ﬁ —lgradp-l—v Av
dt ot 2 _op L

N-S egyenlet = [Euler-egyenlet ] + [a surlodas hatasat kifejez6 vAv tag] .




@I Aramigstan avier-Stokes egyenlet

N-S egyenlet = [Euler-egyenlet ] + [a surlodas hatasat kifejez6 v Ay tag]

* Y 1
Navier-Stokes-egyenlet % _ %E +grad— —vxrotv=g——gradp+vAyv
t, = 0p

p=0




@I Aramigstan dasos kozegek dramlasa

Euler-egyenlet

2
i_v+gmd?—vxmtv g-lgradp =0

Navier-Stokes-egyenlet

5 ’ 1
—v+grad——vxrntv g——gradp+vAy !~l¢9 )
2 p p=all., p=all.

(azaz divv=0)

* Navier, Claude Louis Marie H. (1785-1836) Francia fizikus és matematikus. Az Ecole
Polytechnique professzora, a Francia Akadémia tagja. Lerakta a rugalmassagtan altalanos
alapegyenletének alapjait. 1822-ben fogalmazta meg a viszkozus folyadékra vonatkozé egyenletet,
amelyet késobb Stokes ontott végleges matematikai formaba [13].

*Stokes, Sir George, Gabriel (1819-1903) Angol matematikus és fizikus. A Kirdly1 Tarsasag
titkara, majd elndke. A fizikai optika és a folyadékok mechanikaja teriiletén kiemelkedo6 ered-
ményeket ért el. Nevéhez fizodik a folyadékok mozgasat leiro, Navier altal 20 évvel korabban
megfogalmazott egyenlet napjainkban alkalmazott formaba ontése (1847). O allapitotta meg a
folyadékdeformacio €s a fesziiltségek kozotti linearis kapesolatot [13].

Dr. Suda Jen6 Miklds 10




@I Aramigstan Jasos kézegek aramlasa

] ov v’ 1
Euler-egyenlet “= + grad— —vxroty =g ——gradp n=0
ot 2 =P
ovy ov, oV, ov 1 op
+V, +V +V, =g, ———
ot Y oy 0z p OX
az Euler-egyenlet
. ov ov ov, ov 1 dp
komponensegyenletei Ly, L4y, L4y, L=g -
X z g
ot ox 7 oy oz 7 poy
avz avz 8\/2 avz 1 ap
+v,—+v, —+V, =g, —— —
ot ox 7 oy 0z p 0z

2 u=0
%, ) 1
Navier-Stokes-egyenlet A N grad A vxrotv=g——gradp+vAv  p=all., p=all.
ot 2 - (azaz divv=0)

- - 2 2
OV OV o Ovy ov 1 &p [o v, d'v, 0O va
) x

+ v, +v, +v, =g ———+vV +—>+
ot Oy oz p &x x*  oy. oz’
T Ay oAt A ' o2 A2 7 '-:IE h
Navier-Stokes-egyenlet vy vy &y oy 1o JOVy Oy OV
. x . Y oo z =¥ : 2 2 2
komponensegyenletei ot Ox 0y 0z p Oy &yt &
oy Oy ov OV 1é *v, v, 3V
24V, z+'-.e'},—2+vzt L=p ——@+w{ £+ 2 + Z
ot ox dy oz p Oz ox oy’ oz’

fh) Dr. Suda Jen6 Miklds 11
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@I Aramigstan +VAv dasos kozegek aramlasa

Lathato, hogy a Navier-Stokes-egyenlet a jobb oldal utolso tagjaval, a v Av

taggal kiilonbozik a surlodasmentes esetre levezetett Euler-egyenlettol (1d.
(3.18) Osszefiigges).

A surlodas hatasat kifejezo6 tagban szereplo Av felbonthato: p=all.

Av = graddivv —rotrotv. divv=0

Miutan div v = 0, irhato:

dv 1 kapcsolat a a sorledas
— =g—— g‘rad p—Vv rotrotv | hatdsa és az érvényesség (8.20)
dt = p B kézot

A (8.20) egvenlet jol mutatja az aramlas érvényessege €s a surlodas kozotti

eseten (pl. az 1. 2. abrdn lathato ket siklap kozotti aramlasnal) a surlodasnak

nincs szerepe, a Navier-Stokes-egyenlet az Fuler-egyenletbe megy at. Az

M.8.2.1. melleklet ket peldat mutat be a valosagos, surlodasos kozeg olyan

aramlasaira, amelyekben a folyadekrészek nem forognak, azaz rot v=0.
Ilyenkor az aramlas potencialos, a Navier-Stokes-egyenlet surlodasos tagja zérus,

tehat az aramlast a surlodasmentes kozegre levezetett Euler-egyenlet irja le.
Dr. Suda Jend Miklés 12
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ABOUT PROGRAMS PECPLE  MILLENNIUM PROBLEMS PUBLICATIONS EVENTS NEWS

r

Millennium Problems

Yang-Mills and Mass Gap
Experiment and computer simulations suggest the existence of a "mass gap” in the sclution to the quantum versions of the Yang-Mills equations. But

no proof of this property is known

Riemann Hypothesis
The prime number theorem determines the average distribution of the primes. The Riemann hypothesis tells us about the deviation from the

average Formulasted in Riemann's 1859 paper, it asserts that all the 'non-chvious' zeros of the zeta function are complex numbers with real part 1/2.

P vs NP Problem

If it is easy to check that a selution to a problem is correct, is it also easy to solve the problem? This is the essence of the P vs NP guestion. Typical of
the MP problems is that of the Hamiltonian Path Problem: given M cities to visit, how can one do this without visiting a city twice? Ifyou give me a
solution, | can easily check that it is correct. But | cannot so easily find a solution.

Navier—5Stokes Equation
This is the eguation which governs the flow of fluids such as water and air. However, there is no procf for the most basic questions one can ask: do

solutions exist, and are they unique? Why azk for a proof? Because a proof gives not only certitude, but also understanding.

G IE S S B I S S S S S S .

Hodge Conjecture
The answer to this conjecture determines how much of the topolagy of the solution s=t of a system of algebraic equations can be defined in terms of
further algebraic equations. The Hodge conjecture is known in certain special cases, e g, when the solution set has dimension less than four. But in

dimension four it iz unknown_

Poincaré Conjecture
In 1904 the French mathematician Henri Poincaré asked if the three dimensional sphere is characterized as the unique simply connected three
manifold. This question, the Poincaré conjecture, was a special case of Thurston's geometrization conjecture. Perelman’s proof tells us that every

three manifold iz built from a set of standard pieces, each with one of eight well-understood geometries.

Birch and Swinnerton-Dyer Conjecture

Supported by much experimental evidence, this conjecture relates the number of points on an elliptic curve mod p to the rank of the group of
rational points. Elliptic curves, defined by cubic equations in two variables, are fundamental mathematical objects that ariss in mamy areas: Wiles'

proof of the Fermat Conjecture, factorization of numbers into primes, and cryptegraphy. to name three.

Dr. Suda Jen6 Miklds
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pdasos kozegek aramlasa

Clay Mathematics Institute

CMI has designated a
$7 million prize fund
for the solutions to
these Problems, with
$1 million allocated
to each Problem
(each, a “Prize”).
Below are the Rules
for qualifying for
award of a Prize for
solving any Problem.

13
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ABOUT PROGRAMS PEOPLE MILLENNIUM PROELEMS PUBLICATIONS EVENTS NEWS

Navier-Stokes Equation

Waves follow our boat as we meander across the lake,
and turbulent air currents follow our flight in a modern
jet. Mathematicians and physicists believe that an Rules:
explanation for and the prediction of both the breeze
and the turbulence can be found through an
understanding of solutions to the Navier-Stokes
equations. Although these equations were written

Rules for the Millennium
Prizes

down in the 1%th Century, our understanding of them

remains minimal. The challenge is to make substantial L T LTI

progress toward a mathematical theory which will Official Problem

unlock the secrets hidden in the Navier-Stokes Description
equations.

Image: Sir George Gabriel Stokes (13 August 1819-1 February 1903). Public Domain :
Related Links:

r_____\

This problem is: Unsolved| Lecture by Luis Cafarelli

Dr. Suda Jen6 Miklds 1
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os kozegek aramlasa

8.3. lecke

Laminaris és turbulens aramlasok

Reynolds-kisérlet, 1883

Osborne Reynolds (1842-1912) angol matematikus és fizikus

{a)

(b}

=

i
]
an
e~y

(e}

A Reynolds-féle kisérlet —

* Reynolds, Osborne (1842-1912) Angol matematikus és fizikus. A Manchesteri Egyetemen
oktatott és kutatott. Foglalkozott a felhdk elektromos tulajdonsagaival, esteseppek kialakulasaval.
a folyadékok és gazok aramlasaval, kenéselmélettel és termodinamikaval. O irta le elészér az
aramlé kézegben lejatsz6dd impulzus- és hétranszport azonos mechanizmusat, a csésurlodasi
és a hoatadasi tényezd kozétti kapesolatot. Foglalkozott a folyétorkolatokban 1évé aramlas
megismerése érdekében végzett kisminta-kisérletek feltételeivel. Kiiléndsen a viszkézus
folyadékokkal végzett kisérletek tették hiressé. Rola nevezték el a tehetetlenségi- és stirlodderdk

viszonyat kifejezé szdmot [13]. Dr. Suda Jend Miklds 15




@I Aramigstan dasos kézegek dramlasa

8.3. lecke

Laminaris és turbulens aramlasok

Re < 5

® e

5<Re < W

s

9.11. ébra
Valésagos és idedlis kézeg aramlasa henger kérol

47 < Re < 3a0°

Re.=6,7x10°
3x10° < Re C|\1 Reg=1,86¢10'
[
I 60 90 120 [/ 180 Y 20 | 300 Yf 360
P0s® me@a @ ¢ 0 ——— 9
+50°8 $'9% 2¢ 5+ c
- , %\m L&'i/d
2 N \ /
\ % AN
8.7. ébra B
A Reynolds-féle kisérlet ) 9.12. ébra
L Aramkép és nyomdsmegoszlas henger kérili aramlasban
v
e Reynolds szam: Re =
1%

e Laminaris réteges aramlasok (Re < 2300)

e Turbulens aramlasok (tranziens, Re > 2300)
o Dr. Suda Jené Miklds 16
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8.3. lecke

Laminaris és turbulens aramlasok

o\

THE UNIVERSITY
NEW MEXICO

Laminar Flow Demonstration

Dr. Suda Jen6 Miklds




velocity, u [m/s]

Lézer Doppler sebessegmeéres

Velocity data - time series - DATA RATE CHECK

Nr. of samples =20 000
|

At

i Inll I,J\ AL R ” "‘Iw |
Lk 5,

—— time series

X Umean

_u'

X RMSuU'

¢ ,1[ [i'.!, | | w i WW' AT=30s

Dr. Suda Jen6 Miklés
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Lézer Doppler sebességmeéres

Velocity data - time series - DATA RATE CHECK
At=0.05 sec

—
)
E
s
2
3]
o
]
>

—e— time series

+u'

time, T [s]




Lézer Doppler sebességmeéres

"Number of Samples" CHECK at position z=50mm, y=20mm

—m 15.0%

—
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~
£
(=
(2]
=
"4
=}
-
n
~
£
(=]
c
©
[
£
=

Turbulence Intensity, T.l. [%]

3000 4000
Number of samples




@I Aramigstan dasos kozegek aramlasa

Vagy mads jeloléssel:

, , u=u+u
Q(!';t) = u(_r,t)-! + V(_rlt)'.[ + w(_r,t)-l_( f f f
pillanatnyi  atlag ingadozo
4 |
pillanatnyi  y(x,t) ——
atlag t(x)
3.8 - ingadozé u'(xt) =—= -

g >0 | Il.ul lilii“ Ny |_.||11I.ll N, bl
. i lml" 1L L ’l"U’Y Uil

t[s]

Dr. Suda Jen6 Miklds 21




@I Aramigstan dasos kozegek dramlasa

Aramlasi sebességvektor: v(r,t) = v (rt)-i + v, (nt)d + v,(nt)-k

Vagy mads jeléléssel:

U(rt) =u(rt)i + v(nt)y + wint)-k

. — !/
Sebesség-komponens: /Vx =V, TV,
pillanatnyi érték atlag érték  ingadozas

RMS (root-mean-square): _ 7 2
Vyrms = | Vx
;2
Turbulencia intenzitas (pl. x): T [.= Vx,rms _ X
. -x — —_—
Vy Vy

/‘5-3 Dr. Suda Jen6 Miklds 22
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E’ Aramigstan os kézegek aramlasa

8.3. lecke

Laminaris és turbulens aramlasok

Turbulencia =?

Horace Lamb, 1932

.Mar id6s ember vagyok, és mikor meghalok és a mennyorszaghba
jutok, két dolog van, amelyekre a megvilagosodas reményével
gondolok. Az egyik a kvantum-elektrodinamika, a masik pedig a
folyadékok turbulens aramlasa. Az elbbivel kapcsolatban
meglehetdsen optimista vagyok.”

Peter Bradshaw, 1994

JA turbulenciat minden bizonnyal a satan talalta fel a teremtés
hetedik napjan, mikor a Joisten mar nem figyelt oda.”

Dr. Suda Jen6 Miklds 23
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,Fédramlas a nagy orvényt,
Nagy a kisebbet tapladlja;

Kis 6rvény a még kisebbet,

S elériink a viszkozitdsra.”
(Lajos Tamds: Az dramldstan alapjai)

Lewis Fry Richardson (1920):

.Big whirls have little whirls,

that feed on their velocity;

and little whirls have lesser whirls,
and so on to viscosity.”

.Nagy orvény kisebbet plantal,
melyet sebességével taplal;
majd az még kisebbet sziilvén,
viszkozitasba tdnik sziirkén.”

Dr. Suda Jen6 Miklds 24




@I Aramigstan Jasos kézegek aramlasa

8.2.3. Laminaris (réteges) dramlas csoben

Tekintsiik a 8.6. dbrdt, amely egy kor keresztmetszetll, egyenes csében
1évo, Kkialakult, hengerszimmetrikus aramlast mutat be. (Csévekben azt
az aramlast nevezziik kialakult aramlasnak, amelyben a sebességmegoszlas

a ¢sO hossza mentén nem valtozik: 5 Z = (), amibdl kovetkezden a radialis
Z

sebességkomponens v, = 0.) Legyen az aramlas laminaris (réteges),
amelynek definiciojat a kovetkezo leckében tanuljuk. Itt elengedé annak
megjegyzése, hogy az aramlas stacionarius, €s a Newton-féle viszkozitasi
torvény alkalmazhato.

r . *_‘,"Tlal A r
Vo = S
i) I S I IR S = J)J,... —
_[:} p/ \‘p+dp = .La z T
5\ o N
- dz —

8.6. dbra

Lamindris dramlds csében

iﬁm) Dr. Suda Jen6 Miklds 25
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@I Aramigstan dasos kézegek dramlasa

8.2.3. Laminaris (réteges) aramlas csoben

r /:Tldl A r
) | = - lll ~ = —_ T—
-c:[‘l-_l; R J ll, "{r .&T r Vz ‘____ c:li' ——
- -—-—l- _ﬂ ——————— —F - _: o —

.l:} Fl// \ p+dp - = _r?: z T

N\ / — N
a henger nem gyorsul, a / dz
ra hato erék ereddije zérus

8.6. dbra

Lamindris dramlds csdben

Vegytink fel egy, a cs6 tengelyével koncentrikus, r sugart, dz hosszusagu
hengert (1d. 8.6. dbrdr), és irjuk fel az erre hato, z iranyt er6k egyensulyat.
Tekintettel arra, hogy a kialakult cs6aramlasban e folyadékhenger nem
gyorsul, a rd hato er6knek ki kell egyensulyozniuk egymast.

A hengerre az alap- és feddlapjan 1évd nyomasok kiillonbségébdl szarmazd
er$ €s a palaston keletkez0, csusztatofesziiltségbdl szarmazo erd hat. A z
koordinatatengely pozitiv iranyitasanak figyelembevételével irjuk fel az erék
egyensulyat:

rrp-rn(p+dp)+2rndzt=0. (8.22)
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@I Aramigstan asos kozegek aramlasa
8.2.3. Laminaris (réteges) aramlas csoben

Beszorzas és egyszerlsités utan 2 t dz =r dp adddik, amibdl a Newton — Newton viszkozitdsi

viszkozitasi torvényét felhasznalva: torvénye
o 1 ) dp dv, 03
2 dz H dr (8.25)

Osszefiiggést kapjuk. A (8.23) differencidlegyenletet a valtozok szét-
valasztasaval oldjuk meg, figyelembe véve, hogy kialakult cséaramlasban
dp/dz = all.
1 1
Idvz=—d—p rdro v, = =P g (8.24)
2pn dz 4 dz
Ha r = R (azaz a cs6falon) a sebesség v, = 0. Ezt a peremfeltételt a (8.24)
Osszeliiggésbe behelyettesitve megkapjuk az integralasi allanddt, majd

v -t kifejezve a

v, =——— [R2 - r2:| (8.25)

osszefiiggést kapjuk. A sebességmegoszlas tehat masodfoku forgasi  mdsodfoko forgdsi paraboloid
paraboloid alaku (1d. 8.6. dbra).
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@I Aramigstan sos kozegek dramlasa

8.2.3. Laminaris (réteges) aramlas csoben

[Lathatd, hogy akkor egyezik meg az aramlas iranya a z tengely pozitiv

dp
ranyitasaval, (azaz v, > 0), ha dz <0, azaz — a varakozasnak megfelelden
z

— a nyomas ndvekvé z koordinata iranyaban csokken. (Aramléds irdnyaban o nyomds az dramlds
csokkené nyomasbol szarmazo erd mozgatja a kozeget a surlodoerdkkel irdnydban csokken

szemben.)

Vezessiik be a Ap' [Pa] surlodasi veszteség fogalmat, ami itt a sGrlodas — sorloddsi veszteség

kovetkeztében bekovetkezd nyomascsokkenés a vizszintes, allando

keresztmetszetli ¢cs0 hossza mentén, aramléas iranyaban! (Késébb, a 10.
fejezetben ezt a fogalmat kiterjesztjiik a Bernoulli-6sszeg csokkenésére.)
A fentiek alapjan a csdtengely iranyu, 1 m-re jutdé nyomasvaltozas
oo dp__Ap . e 1 ,
irhato: dz :_T , ahol I [m] ecs6hosszon a surlodas kovetkeztében Ap'

nyomascsokkenés kovetkezik be. Ezzel a (8.23) osszefiiggéssel megadott

csusztatofesziiltség €s a (8.25) sebességmegoszlas igy irhato:

T = _%r i (8.26)  cslsztatdfesziliség
v, = jp; |:R2 _ rz]. (8.27)  sebességmegoszlds
u
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8.2.3. Laminaris (réteges) aramlas csoben

A 8.6. dbrdaban felrajzoltuk a t csusztatofesziiltség és a v, sebesség sugar
menti valtozasat. Lathato, hogy t negativ, és abszolut értéke a sugar
fuggvényében no.

B Ap1R2

zmax

A maximalis sebesség r = 0-nal adddik: v .A 243 pontban a maximdlis sebesség

(2.34) osszetiiggés teremtett kapesolatot a forgasi paraboloid alak sebesség-

megoszlas esetén a maximalis sebesség és a v atlagsebesség kozott.
A%

Masodfoku paraboloid (n=2) esetén v = = Igy irhato:
V= l A_p R? , az dtlagsebesség a maximalis
8 ul sebesség fele
1ll. a nyomasveszteséget kifejezve:
Ap'= S 271 . (8.28) nyomt?scsﬁkken,és,
R nyomdsveszieség

'
értéket  fali csisztatofesziliség

A csusztatofesziiltség a (8.26) osszefiiggésbdl a falnal T, = —

vesz fel. Ugyanez adodik, ha egyenléve tessziik az aramlast akadalyozo,
csusztatofesziiltségbol szarmazo 2 R m 1 g, erd és az aramlast fenntarto,
nyomasboél szarmazo R? m Ap' erd 6sszegét zérussal (mivel nem gyorsul a

kozeg), és kifejezziik a 14, értckét.
29




@I Aramigstan sos kozegek dramlasa

8.2.3. Laminaris (réteges) aramlas csoben

A Navier-Stokes-egyenlet levezetése utan kor keresztmetszetli csdben, réteges
aramlasban a sebességmegoszlas ¢s a nyomascsokkenés meghatarozasara
alkalmaztuk a tanultakat (Id. 8.2.3. pont). A nyomas cs6hossz menti
csokkenésére (ami1 vizszintes, allando keresztmetszetii cs6 esetén nem mas,
mint a Ap' surlodasi veszteség) a (8.28) Osszefiiggést kaptuk:

1
Ap' = S—MQV, aholR = é
R 2
Figyelembe véve, hogy u = pv, atalakitasok utan adodik:
Ap' — sz l@’
2 dwvd o L1
20
azaz, mivel Yo Re, irhato: Ap N p) v d }\'(Re)
\%
Ap = 2y 1 . egyenes ¢s6 sorloddsi
d ™ vesztesége

ahol a lamindris aramlasra vonatkozo A;,,, csésurlodasi tényezo:

_64

1‘Iam - .
Re

(10.11) y
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8.2.3. Laminaris (réteges) aramlas csoben

Nikuradze* hatarozta meg méréssel a A csdsurlddasi tényezot a Re fiiggvé-
nyeében kiilonboz6 k/d = all. homokérdesség értékek mellett, €s a mérések
eredmeényét kétszer logaritmikus diagramban abrazolta.

10
5
8 -\ kid=
\
6 - 0,0333
\x L 30.6 0,0163

4 60 0,0083
~< 3 ¥_¢ 126 0.0040
S \ 252 0,0020
=

\
2 fa=841 \ | 507 — 0,0010

> |===195llog,,(Re VA )-0,55

|

O
w
e,
D
'V,
/
.

1,5 A=
) 4 A
\ VRe Q/%"\Z
1 \ | s ~——
5 100 2 5 10* 2 5 10" 2 5 10" 2

10.3 dbra

Cs3sirléddsi tényezd sima és érdes cséveknél

*Nikuradze, Johann griz szarmazasi német mérnok (1894-1979). A Géttingeni Egyetemen folytatott * Blasius, Paul Richard Henrich (1883-1970). Géttingenben tanult matematikat és fizikat. 1907-ben
tanulmanyokat, és ezek befejezése utan Prandtl intézetében dolgozott tanarsegédként, majd Prandtlnal aramlasba helyezett testeken keletkez6 hatarrétegek vizsgalata témakorben doktoralt.
=

Y . . S . A . - . - Foglalkozott a surlodasos aramlasok hasonlosagaval. Tanarkeént nagy szerepet jatszott a Hamburgt
B credmenyeket ért el sima és érdes esdvek kisérleti vizsgalataval. 1934-ben meghivtak a Breslau-i i Mémékiskola feilesztésében. Mesadta a hidraulikail . svek csdstrlodasi té b ének
. (ma Wroclaw, Lengyelorszag) Miiszaki Foiskola Aramlastan Tanszékének vezetésére. Ezt kivetden crnokiskola fejleszieseben. Viegadia a luGraulikatlag suma esovek esosurlodast tenyezojene

Aachenben emeritus professzor [13]. osszefiiggését. Szamos tankényvet irt [13].
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ddasos kozegek aramlasa

8.2.3. Laminaris (réteges) aramlas csoben

Kor keresztmetszetli érdes csovek esetén a csdsurlodasi tényezot a Reynolds-
szam ¢s a d/k alakban definialt relativ érdesség fiiggvényében a 10.4. dbrdn
lathaté Moody*-diagram adja meg.

WO T TR T T d"k
9 'l I T 1 L |
1 . ]
8 \\- | |“~—-—-l~._ 4 turbulens, érdes k=510 ;
NS wrh
5 — 31074 35
\ » | Ib“‘*- N 2
P . S N 2107 |
5 - - 50
- el
| N AN wH o
&\ | N5 810711 125
[ 3 Re Al| \::‘ T 6107 166
\ | L N ;-133-— 250
A | \'\-« T L 500
l 1l ~ 107
2 | . — ] L 107 L) 1000
Iaminéris‘lr 'Iliturbulens %*: — 81021 1250
s JI ét{nenet %;‘;::"‘ S - 3-}8::: 2500
o Tt —— : 5000
| | 0,316/ turbulens, sima /NN ——t—— | 1. 10
T o N 10000
2 | vRE \\%:::“‘ . 2107 1 20000
10 1 RN TS
8 10?] [ N s e S 100000
610%10° 2 4 6810 2 4 6810° 2 4 6810° 2 4 68107 2 4 s s10°

Re —
10.4. dbra

A nem homogén érdességl csdvekre vonatkozé Moody diagram

W] * Moody, Lewis Ferry (1880-1953) Eszakamerikai mérnok. Kavitacios jelenségek tanulméanyozasa
M4} és kavitacios egyiitthatora vonatkozo javaslat kidolgozasa mellett 1944-ben tette kozzé a rola 32
elnevezett diagramot [13].




@I Aramigstan amlasok hasonldsaga

8.5. Az dramldsok hasonlosdga és a hasonlosdg feltételei

A Kkiserleti vizsgalatokat technikai és koltsegkimelesi okokbol 1s gyakran

az eredeti berendezes kis meretli modelljen (kismintajan) hajtjuk vegre. Y\

Igy. pl. ha meg kell hatarozni egy tervezés alatt 1év6 hajé motorjanak eléirt v
sebesseg eleresehez sziikseges teljesitmenyet, vagy a korrekt szilardsagi /
meretezeshez ismerni kell egy szerkezetre, vagy épiiletre hato szélerot, csak b

kisminta-kisérletek johetnek szoba.

Egy kisminta-kisérletnek csak akkor van értelme, ha eredménye megtelel6
biztonsaggal atvihetd, felhasznalhato a nagy kivitelnél. Ez a feltétel akkor
valosul meg, ha a kisminta es a nagy kivitel koriili aramlas hasonlo. Vizsgaljuk 8.10. abra

meg, hogy mikor tekintiink ket aramlast hasonlonak. és melyek az aramlasok  Nqgy kivitel és kisminta kérili dramlds hasonlésaga

hasonlésaganak feltételer 6sszenvomhatatlan kdzeeek esetén!

A kisminta kortili aramlas akkor hasonlo a nagy kivitel koriili aramlashoz,
ha megegyezo fliggvények irjak le a nagy kivitel és a kisminta sebesseg- €s
nyomasmegoszlasat — termeszetesen a nagy kivitel es a kisminta megfelel6
jellemz6 fizikai parameétereivel dimenziotlanitott formaban.

Mikor hasonlo ket aramlas, azaz mikor azonos a dimenziotlan sebesseget
es nyomast leiro (8.61) fiiggveny a nagy kivitelnél €s a kismintanal?
Nyilvanvaloan akkor, ha a két aramlast ugyanaz a dimenziotlan parcialis
differencialegyenlet-rendszer irja le, s ugyanazok a kezdeti- €s perem-

feltetelek a dimenziotlan hely- és id6koordinatakban.
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8.5. Az dramldsok hasonlosdga és a hasonlosdg feltételei
dimenziotlan Navier-Stokes-egyenlet

Irjuk fel a Navier-Stokes-egyenlet x iranyu komponens-egyenletét a (8.17)
Osszefiigges alapjan!

F
+
-

5
+
-

e

=
+
-

]

I

ov,  ov ov &v 1 dp {azux o%v, o

g . ———+V X
§ x> oyt o

7
Pl My ~ o o J (8.62)

oy L 1
Szorozzuk be a (8.62) egvenlet mindket oldalan levo tagokat '}z—tel_._ azaz
vD

dimenziotlanitsuk a Navier-Stokes-egyenlet X ranyban felirt komponens-

egyenletet:
dimenziotlan Navier-Stokes-egyenlet xirdnyban felirt komponens-egyenlete

% \% p—p [ (v )
a X a _* a 2'3 az %
1i"'fl]' Vx vﬂ' _gx 0 pvﬂ v VD

_I_

|
+|-|_ - + +-n - 863
6‘[ t ] v, a[il v, a{ij v, 1, aiT (8.63)
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8.5. Az dramldsok hasonlosdga és a hasonlosdg feltételei

) oA,
Vl} Vx VD _gxlﬂ

+

=B WBles 2| 863
(I I G e L
lD’I{VD In 0 J

Hasonlokeppen fel lehet irn1 a dimenziotlan Navier-Stokes-egyenlet

y es z iranyu komponens-egyenletét, valamint a folytonossag tetele
dimenziotlanitott formajat, figyelembe veve, hogy a Navier-Stokes-egyenlet
alkalmazasakor mar eldontottikk, hogy a p = all. feltetelezessel eliink. Ez

esetben a folytonossag tetele a div v = 0 alakot 6lt1, amely dimenziotlanitva:

dimenziotlan folytonossag tétele

Vo Vo Vo

+ =0 (8.64)

a{i] 8[%} 6[%} Dr. Suda Jend Miklés 3




@I Aramigstan amlasok hasonldsaga

8.5. Az dramldsok hasonlosdga és a hasonlosdg feltételei

8.5.2. Az aramlasok hasonldsaganak feltetelei
a) Azonos dimenziotlan differencialegyenlet irja le mindkét aramlast, ami  azonos dimenziotlan

azt jelenti, hogy a (8.63) Gsszefiiggésben (és a tovabbi két komponens-  differencidlegyenlet

egyenletben) szereplo allandoknak és egyiitthatoknak azonos ertékiinek
kell lennie a ket (nagy kivitel és a kisminta kortili) aramlasra vonatkozoan.
A nagy kivitel es a modell eseten ez a feltétel annyit tesz, hogy

y | y | ;
b_xzﬂ — ?Dnmz Om i (86:‘)
VU V'[)ITI

A% V

A (8.66)
Volg  Voulom

b) Sajat leptekben azonosak a kezdeti- és peremfeltetelek. Ezt a feltetelt  gzonos kezdeti= és
altalaban a modell és a nagy kivitel geometriai hasonlésagaval, az  peremfeltételek

aramlasi ter peremen hasonlo viszonyok biztositasaval €s az instacionarius  geometriai hasonlésdg
hatasok megfelel6 modellezéeésevel (1d. kesobb) valosithatjuk meg.

Dr. Suda Jen6 Miklds 36
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8.5. Az dramldsok hasonlosdga és a hasonlosdg feltételei

dimenziotlan Navier-Stokes-egyenlet x iranyban felirt komponens-egyenlete
Euler-szam:

Froude -szam:

v
FI': I,ﬂ_ - Rﬂ:
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8.5.3. A hasonlosagi szamok és alkalmazasuk

| * Froude, William (1810-1879) Angol épitémérnsk. Hajétervezéssel, majd hajok dramlasi
ellenélldsanak kisminta-kisérletekkel torténé meghatarozasaval foglalkozott. O javasolta a hajo
ellenallasanak hullam- és surlodasi ellenallasra vald felbontasat, és megallapitotta a hullam-
| ellenallas modellkisérlette] torténé meghatarozasanal a helyes modellezes feltételét [13].

Froude -szam:

Fr = L : | Ha a valosaggal azonos
: | l : FI’ m — Fr — — I| (m er6térben modellezink:
T ?‘:I ...... ﬂ . v{] \'I lg 8=8m
Reynolds-szam:
. .................... 1 y l o 3 valGsiggal az0nos
Vﬂlﬂ R - R — — 0 "m — 0 viszkozitasu kdzeggel modelleziink:
| Re = : Cm = RC Iy, v 1 v=v
: \Y Om Om m

* Strouhal, Cenek (1850-1922) cseh fizikus. Pragaban a Karoly Egyetemen tanult, majd wiirzburgi
kutatasai utan itt lett a kisérleti fizika tanara. Akusztikai tanulmanyai soran defimalta a késobb
réla elnevezett Strouhal-szdmot. A modern cseh kisérleti fizika megalapitdja [13].

Strouhal -szam:

f l ] | Ha a valdsaggal azonos 6rvény-
St]f' =2 \ Str m Stl' — -9 f S levalasi frekvencidval modelleziink:
VU lﬂm fIll lUm fzfm
Euler-szam: Weber-szam Stokes-szam Prandtl-szam, stb.....
' R Ws
We = PloYo | T, g
c St, =—=—-
Tg lo
VO 38
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hasonlosagi szamok, mint erék hanyadosai

tehetetlenségi erd F. vy /l, vl

Reynolds-szam: e ~ = ~—

L - L F L r r o 2 o
surlodasbol szarmazoer6 F, vv,/l; v

h

Fon i = 2
, tehetetlenségier6  |E, v /1, v,
Froude -szam: [y ~ | = —~ —

. s =.le Al e
\ sulyerd VE, Vg gl
cwerim: By m nyomasbol szarn:mm er6 _F, (p- puz l, _p- Eau |
tehetetlenségi erd F, plyvy PV,
L e 2 2
Weberszm Wen tehetetlenségi erd _ F, R Vn/}n _ pvyly
feliilet fesziiltségbdl szarmazoer6 F, o/l p o
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8.5.3. A hasonlosagi szamok és alkalmazasuk

X.PELDA (ARAMLASOK HASONLOSAGA)

X. FELADAT »A” csoport  ,B” csoport
Egy Uszd kéz 1:1 méretardanyl modelljén aerodinamikai paramétereket (pl.
ellenalldserd) kell meghatdroznunk, viszont nincs vizcsatorna a laborunkban
csak szélcsatorna. Olyan, a kéz koruli aramldashoz hasonld korulményeket kell
biztositanunk, amikor az Uszé keze az uUszomedencében nyugalomban |évé
vizben éppen v=2m/s (v=1,5m/s) sebességgel mozog a vizsgélt idSpillanatban.
Ez a v megfuvasi sebesség vehetd a vq jellemzd sebességnek, mig a kéz kordli
aramlasra jellemzé hosszlépték /,=0,1m.
KERDESEK: A)Melyik hasonlésagi szam azonossagét kell biztositani? Indokolja valaszat!
B)Mekkora megfivasi sebességet kell bedllitani a szélcsatorndban, hogy a valdsaghoz
hasonlé dramlast hozzunk létre a modell kéz koril? Valaszat szamitassal indokolja!

ADATOK valos modell
Megnevezés meértékegység viz levegd
siirliség kg/m’ 1000 1,184
hémérséklet °C 18 21
viszkozitas kg/(m-s) 107 18,4-10°
megfuvasi sebesség m/s 2 ?
erotér térerdsségvektora N/kg 9,81 9,81
légkdri nyomas Pa 100 453 99 870
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8.5.3. A hasonlosagi szamok és alkalmazasuk

MEGOLDAS
Revnolds-szam: A)A kéz korili aramldsban a tehetetlenségi és a surlodd erdk dominalnak, igy a Reynolds-
szam azonossag a hasonldsagi feltétel a vizbeli valos (,V”) és a levegbbeli modell (,M”)
Re — ann aramlas kozott.
v B) Hasonlo aramlas feltétele: Rey 6. = Reyogen

Vo,valés lO,vaIés . Vo,modell * lO,modeIl

Vyalés Vinodell

Az M=1:1 méretardny esetén a jellemzd hosszlépték azonos, igy :

Hmodell 18;4 ) 10_6
Vmodell Pmodell 1,184 m
\Y% =V f—— =V fe—m——— =2 ———— = 31,08—
0,modell 0,valés alos 0,valds Hoalés 10_3 S
Pvalds 1000
A ,,B” csoport adatokkal az eredmény:
Hmodell 184 10"
Vimodell Pmodell 1,184 m
\% =V (o — =V f—m—=15—"——=2331—
0,modell 0,valés ol 0,valds Hoalés 10_3 S
Pyalés 1000
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8.5.3. A hasonlosagi szamok és alkalmazasuk

X.PELDA (ARAMLASOK HASONLOSAGA)
X. FELADAT

Személyautd kordli
aramlast
tanulmanyozunk,
de szélcsatornank
nincs, csak olyan
vizcsatornank,
amely méré6terében
legfeljebb  10m/s
vizsebesség
allithato be. Kapunk

egy, a valds B ———

személyautohoz geometriailag hasonld, M=1:5 méretaranyban lekicsinyitett modellt. A
Reynolds-szam azonossag, mint hasonlosagi feltétel betartasa soran a jellemzé sebességnek
a megfuvasi sebességet, a jellemzé hosszléptéknek pedig az Ffm Osszefliggéssel
szamithato értéket vehetjuk. Itt A az autd haladasi iranyra meréleges vetllet

keresztmetszete. A valds autdra Aref=2m2. Jel mértékegység | VALOS '(V'N‘IJDIE;)L
ADATOK: Avet m? 2 2:M?=0,08
lo=/Arer |M vz /0,08 =/2/5
kozeg LEVEGOH Viz
P kg:m® 1,15 1000
v m?s? 16,8 -10° 8,01-107
i kg-mts? 1,932 -10° 8,01-10*
to e 32 30
R Jkgtk? 287 2

KERDES: Legfeljebb mekkora valds haladasi sebességii autd kordli aramlas vizsgalhatd ebben
a vizcsatornaban ezzel a modellel? (Valaszat szamitassal indokolja!) 2
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8.5.3. A hasonlosagi szamok és alkalmazasuk

MEGOLDAS
Az autdmodell kérili dramlasban a tehetetlenségi és a surlodd erék dominalnak, igy a
Reynolds-szam azonossag a hasonldsagi feltétel a levegdbeli valds (,V”: valds) és a vizbeli
modell (,M” modell) aramlas kozott.

Revnolds-szam: Rel’aiﬁs = ReMcdeIl

Re = Volg _ Vo,valés I(J,i;ra:li'.(’)s __ Vomodell I-D,modell

Vv

Vyalés Vinodell

Az 1:5 méretarany esetén a jellemzd hosszlepték elteérd, igy ha vgmeqenn = 10m/s lehet,
akkor a vizsgalhatd max. valo sebesség rendezve fentit adodik:

Vvalés I—Omadeu 16,8 - 107 1 m
6s — : T — = r————— - —=41,95—(kb. 151km/I
VO.W}OS Vo,modeil Vinodell IFw[],v-:ﬂ.r:’:os 8;01 -1077 5 ? 5 ( 7 m/ 1)
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8.5.3. A hasonlosagi szamok és alkalmazasuk

X.PELDA (aramlasba helyezett testekre haté eré)
Egy D=42,7mm atmerdjd valos golflabda felnagyitott, 10:1 méretaranyu
modelljére vonatkozo aerodinamikai meéréseket végzink
szélcsatornaban. A nyugvo levegében az éppen 180km/h sebességgel
mozgd valds golflabda korili valos aramlashoz hasonld aramlasi
koriilményeket kell biztositanunk a szélcsatorna modellmérésen. A
golflabda-modell mért ellenallastényezéje c.=0,2. A golflabda kériili
adramlasra a jellemz6 hosszlépték (/o) mindig a labda atmérdje (valds és
modell esetben is). ADATOK:

,ﬂDATOK — - VALOS MODELL
Megnevezes mertékegység
kozeg levegd levegd
stirtiség (p) | kg/m’ 1,2 1,2
hémérséklet (t) | °C 25 25
viszkozitas (v) m/s” 15,5-10° 15,5-10"
megfavasi jell. sebesség (vo) | km/h 180 ?
térergsségvektor (g) | N/kg 9,81 9,81
ellendllastényezd (c.) | 1 0,2 0,2

KERDESEK:

A)Indokolja, hogy a mérés soran mely hasonldsagi szam azonossagat kell biztositani!

B)Mekkora megfuvasi sebességet kell beallitani a szélcsatornaban? Valaszat szamitassal

indokolja!

C)Szamitsa ki a szélcsatorna meérés esetére a kézre hato F. ellendllaserét (F.=?[N]) és

aerodinamikai veszteségteljesitményt (P,.=?[W])!

Dr. Suda Jen6 Miklds




p l Aramlsstan
P Tanszék

K6szonom a figyelmet!

Aramldstan elGadast kiegészit6 prezentacio
Dr. Suda Jend Miklds, adjunktus
BME Aramldstan Tanszék

Felhasznalt szakirodalom:

Dr. Lajos T.: Az aramlastan alapjai tankdnyv
Dr. Balogh M.: Turbulencia modellezése el6adasjegyzet A Reynolds-féle kisérlet
Dr. Suda J.M.: Jarm(idramlastan el6adasjegyzet
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